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1. Sia dato lo spazio vettoriale V ≡ R3 e l’operatore L̂ : V→ V tale che L̂ =

 1 a 0
a 1 0
0 0 a

 .

(3 punti) a. Determinare i valori di a per cui Ker(L̂) = {0}.
(3 punti) b. Mostrare che esistono autovettori di L̂ che non dipendono dal parametro a.

2. Sia dato il sistema di equazioni differenziali in R2 x′(t) = Âx(t), con Â =
(
−1 −1

a + 1 −3

)
.

(3 punti) a. Determinarne la soluzione generale fissando a in modo da avere spettro complesso.

(2 punti) b. Determinare la soluzione particolare passante per x0 = (0, 1).

(1 punti) c. Determinare a in modo da avere infiniti punti di equilibrio. Discuterne la stabilità.

3. Data la funzione f(x) = xe−
x2
2 − a (con a ≥ 0), si consideri il problema di Cauchy

{
x′(t) = f(x(t))
x(0) = x0 ∈ R .

(1 punto) a. Dire, motivando la risposta, se esiste un’unica soluzione locale per ogni x0 ∈ R.

(2 punti) b. Fissato a = 0, trovare i punti di equilibrio, dire se sono stabili o no e disegnare il diagramma di fase.

(1 punto) c. Fissare a = 0. Dire, motivando la risposta, per quali x0 ∈ R le soluzioni locali sono anche globali.

(2 punti) d. Sia a > 0. Trovare i punti di equilibrio al variare di a e dire se sono stabili o instabili.

4. Data la funzione f(x) = ax(1− x) (con a > 1), si consideri il problema di Cauchy
{

xn+1 = f(xn)
x(0) = x0 > 0 .

(2 punti) a. Trovare i punti di equilibrio al variare di a > 1.

(2 punti) b. Discutere la stabilità dei punti di equilibrio al variare di a > 1.

(2 punti) c. Sia a = 2. Calcolare g(x) = f ◦ f(x) e dire quanti punti di equilibrio ha la ED xn+1 = g(xn).
Facoltativo: esiste un legame tra i punti di equilibrio trovati e quelli della ED iniziale? Perché?

5. Si consideri il seguente sistema di equazioni differenziali ordinarie{
x′(t) = x(t)y(t) + x3(t)
y′(t) = y(t)− 2x(t)− 1

(2 punti) a. Determinare le equazioni delle curve isocline (x′ = 0 e y′ = 0) e darne una rappresentazione grafica.

(2 punti) b. Determinare i punti di equilibrio studiandone la stabilità.

(2 punti) b. Tracciare il diagramma di fase del sistema linearizzato intorno al punto di equilibrio con y positiva.


