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Premessa: Uso dei simboli [, e [£].
Questi simboli di uso corrente possono significare la congiunzione logica “e” o la congiunzione
logica “0” a seconda delle circostanze. Per esempio:
e La scrittura k = 0,1 significa: k = 0 oppure k = 1.
e La scrittura k # 0,1 significa: k #0e k # 1.
e La scrittura k = +1 significa: k = —1 oppure k = 1.
e La scrittura k # +1 significa: k # —1 e k # 1.
101. a. Scriviamo la matrice, usiamo come pivot per la prima incognita il numero incorniciato e
riduciamo:
] ) e (G
3 1 3| 1) e BESR o 6| o
L’ultima equazione ¢ proporzionale alla seconda e puo essere eliminata. Il sistema e ridotto,
ha due pivot e quindi ha co' soluzioni dipendenti dall’incognita non pivotale z.
Per determinarle, riduciamo totalmente la matrice:
11 -1 1 10 1/2|1/2
By = -1/2R, (o 1 -3/2 1/2) B = =Ry (o 1 -3/2 ‘ 1/2)
= 1-— 143
Il sistema &: {y f(_g/zgz _ %; da cui le soluzioni: < 5 z ) +2 : , z) (zeR)
101. b. Scriviamo la matrice, usiamo come pivot per la prima incognita il numero incorniciato e
riduciamo:
1 1 171 E 1 -1 1 1 1 1 -1 1 1
1 -3 1 0]0 0| -4 2 —-1]-1 0f—-4] 2 —-1| -1
-1 1 0 1|1 0o 2 -1 2 2 0 0 0/[3/2]|3/2
R2 — RQ - R1
R3 N R3 + Rl R3 - R3 + (1/2)R2
Il sistema & ridotto, ha i 3 pivot incorniciati e quindi ha oo! soluzioni dipendenti dall’inco-
gnita non pivotale z.
Riduciamo totalmente iniziando con R3 — 2/3 Rs:
’Ilflll 11 1 -1 010 -1/2 010
0] —4 2 —1| -1 0| -4 2 00 071/200
0o 0 O 1 1 0 0 O 1
R1—>R1—R3 R2—>< 1/4R2
Ry — Ro + R3 R — Ry —
Pertanto le soluzioni sono: (% , % 2 1)
101. c. La matrice dei coefficienti &€ una matrice 3 x 4 e, dato che 'incognita = ha tutti i coefficienti
nulli, la riduciamo usando come primo pivot aso:
—2 00 Re — Ra+ R 0 0 0| —4 | —2 | Eliminando I'ultima riga,
0 —1 1 2|1 3 BT \o 0 0 4] 2
proporzionale alla seconda, il sistema & ridotto con due pivot ed ha quindi oo? soluzioni di-
pendenti dalle incognite non pivotali z e z. Si ricavano subito t = 1/2 e la y in funzione di
z. Le soluzioni sono (z, z, z, 1/2)
Evidentemente 'incognita ¢ dev’essere pivotale e, dato che si ha la relazione y = z, allora
Y € z non possono essere contemporaneamente non pivotali. Quindi I'unico altro modo di
scrivere le soluzioni del sistema & quello di scegliere come incognite non pivotali = e y e
scrivere quindi le soluzioni come (z, y, y, 1/2).
101. d. Scriviamo la matrice del sistema; per ridurla occorre innanzitutto uno scambio di righe

perché aq1 € nullo e non puo essere pivot. Possiamo eseguire Ry < Ry e poi continuare:
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101. e.

101. f.

102. a.

102. b.

102. c.

0 5 —1]-1 1 -3 0] 1 1 -3 0l 1
1 =3 0 1|, 5|0 5 -1|-1| Rs—Rs—2R [0 5 —1|-1
2 -1 -1 1 L 212 -1 —-1| 1| Ry—Rs—3R;, |0 5 —=1|-1
3 1 —2]-1 3 1 —2|-1 0 10 —-2| -4

La seconda e la terza riga sono identiche, la quarta e proporzionale alla seconda, ma solo
per i coefficienti e non per il termine noto, quindi il sistema non ha soluzioni. D’altra parte
con Ry — R4 — 2R3 si otterrebbe 'equazione 0 = —2.

La matrice del sistema si riduce con una sola operazione elementare:
1 1 0 0 02 1 1 0 0 0 2
3 -1 0 0 0|0 0 -4 0 0 0|—6
0 01 1 o0|6|Fe7l=3Rg o 1 1 o 6
o 00 1 1|7 0 0 0 1 1 7

1

La matrice e ridotta con 4 pivot e il sistema ha quindi soluzioni dipendenti dall’incognita

non pivotale u. Le soluzioni si ricavano subito e sono: <— u—1,7T—u,u

2727
Per ridurre la matrice occorrono uno scambio di righe e un’altra operazione elementare:
00 1 21\ R (1 2 0 1|2 12 0 1| 2
12 0 1|2 1 00 1 2|1)R3 —-R3—2R;|0 0 1 2 1
2 4 -1 0|3/ Ry \2 4 -1 013 0 0 -1 —-2]-1

Eliminando 'ultima equazione che e proporzionale alla seconda, il sistema ¢ ridotto, ha due
pivot e quindi ha oo? soluzioni dipendenti dalle incognite non pivotali y e ¢. Le soluzioni si
possono quindi scrivere come: (2 —2y —t, y, 1 —2t, t).
E possibile usare ogni coppia di incognite, come incognite non pivotali tranne la coppia z, ¢,
dato che si ha la relazione z = 1 — 2t. Le soluzioni si possono scrivere quindi in altri 4 modi
usando le altre possibili coppie di incognite non pivotali:

3 1-— 2—x—1
_2y+i7y7z7—z con y, z x’L71—2t,t con x,t
2 2 2
3 1-—
v IZ_E’Z’TZ> conz,z (r,y, -3+2zx+4y,2—x—2y) conux,y

Riduciamo la matrice mediante ’algoritmo gaussiano standard, cosa possibile in quanto
nessuno dei coefficienti dipende da k:

2 1 -1]1 2 1 -1 1 2 1 —1] 1
1 -1 1[0 0 —3/2 3/2| —1/2 0 —3/2 3/2|-1/2
1 2 -2k 0 3/2 —-3/2|k—1/2 0 0 0|k—1

R2 — R2 - (1/2)R1
Ry — Rs — (1/2)R, Ry = Ry + By
Risulta subito chiaro che, se k # 1 il sistema non ha soluzioni, mentre, se k = 1, il sistema
ha due pivot e quindi co! soluzioni.

Riduciamo la matrice mediante I’algoritmo standard di Gauss:
1 2 —-1]1 1 2 -1 1 1 2 -1 1
1 -3 0|0 152__)’}?2__21;1 0 -5 1| -1 0 -5 1| -1
2 -1 1|k s s Y\o -5 3|k2-2/\0 0 2|kK-1
3 — R3 — Ry

La matrice ¢ ridotta con 3 pivot, qualunque valore assuma il parametro k, quindi il sistema,
ha sempre una e una sola soluzione.

Riduciamo la matrice mediante I’algoritmo standard di Gauss:
1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1
0 1 -1 1 0 1 —1 1 0 1 -1 1
1 k2 2|k+k? 0 k2—2 1|k+k -1 0 0 kK2—1|k+1
R3—>R3—R1 R3—>R3—(k32—1)R2

Se k2 — 1 # 0, se cioe k # 1, la matrice ¢ ridotta con 3 pivot e il sistema ha quindi
una e una sola soluzione.
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103. a.

103. b.

Se k =1, 'ultima riga e ( 0 0 O | 2 ), quindi il sistema non ha soluzioni.

Se k= —1, I'ultima riga. & (0 0 0|0 ), quindi il sistema & ridotto con due pivot e ha
quindi oo’ soluzioni.

Se k#0,1,—1, allora k, k2 — 1, k + 1 sono pivot e il sistema & chiaramente ridotto.
Se k = 0, la matrice ¢ Se k =1, la matrice ¢ Se k = —1, la matrice ¢
0 1 -2 1 1 11 -2 1 1
0] -1 1 0]-1 0 0 1 0| -1
0 0 1 -1 0 0 0 2 0 0
e non ¢ ridotta. e non ¢ ridotta. ed ¢ ridotta.

In conclusione il sistema € ridotto per ogni k # 0, 1.
Se k #0,1,—1 il sistema e ridotto, non ha un’equazione del tipo 0 = 1 e ha tre pivot non
nulli: k2,%k? — 1,k + 1, per cui ha oo! soluzioni dipendenti dall’incognita non pivotale ¢ e si
trovano facilmente per sostituzione a partire dall’ultima equazione:
(1+t_2kt+ 1+(1—k)t, —1+(k—1)t7 (1= k)t t)
k2 k2(k2 —1) k2 —1
Se k = 0, riducendo con Ry — Ro+ Ry e R3 — R3+ R si ottiene

la matrice a lato. Il sistema ¢ ora ridotto, non ha un’equazione 0 1 -2 131
. . . 9 A . 00 -1 110
del tipo 0 = 1 e ha due pivot quindi ha co® soluzioni dipendenti 0 0 0 o0lo
dalle incognite non pivotali x e t e sono: (z, 1+¢, ¢, t)
Se k=1, le due ultime equazioni del sistema sono : {z = —1; 2z = 0}. Il sistema &
chiaramente incompatibile e non ha soluzioni.
Se k = —1 il sistema ¢ ridotto, ha due pivot, non ha un’equazione del tipo 0 = 1 per cui ha
o0? soluzioni dipendenti dalle incognite non pivotali y e t e sono (—y —t —1,y, =1, t)
Conclusione: Se k # 0,1, -1 oo! soluzioni
Sek=00k=—-1 o00? soluzioni
Sek=1 nessuna soluzione
Riduciamo la matrice completa del sistema mediante 1’algoritmo di Gauss.
ko1 2 1 0 k1 2 1 0
k1 k+3 k+3 1 Ry — Ry — Ry 0 0 k+1 k+2 1
ko1 2 k2 | 1+k Rs — Rs — Ry 0 0 0 BP—-1|14+k
0 0 k+1 k+2 1 0 0 k+1 k+2 1

Se eliminiamo Ry che coincide con Ry, il sistema & ridotto purché k # 0, k41 # 0, k2—1 # 0,
cioe k #£0,1,—1.

Per k # 0,1, —1 il sistema ha tre equazioni significative e quindi co! soluzioni che si possono
trovare con le seguenti operazioni:

Rs — Rs3/(k+1) (possibile perché k # —1), dacuit = 1/(k—1). Sostituendo questo valore in

Ry si ottiene: z = —3/(k?—1). L’incognita y & non pivotale, per cui rimane come parametro
—(k* -1 5—k
libero. Sostituendo i valori trovati di y, z,t in R; si ottiene infine: z = ( k(kQ)y —;)
—(k? -1 5—k -3 1
Quindi le soluzioni per k # 0,1, —1 sono: ( ( k(kQ)y——;) s Y, 210k 1)
Esaminiamo ora i casi particolari:
012 10 E chiaro che il sistema & ridotto con z incognita non
Se k=0: 001 2|1 pivotale per cui ci sono oo soluzioni che si ricavano
00 0 —1]1 facilmente: (z, =5, 3, —1).
11 2 110 . .. N . .
Il sistema e ridotto e, dato che I'ultima equazione e
Se k=1 00 2 371 0-t =2, allora non ha soluzioni
0 0 0 0]2 o -
-1 1 2 110 Il sistema ¢ ridotto e ha solo due righe significative,
Se k= —1: 00 0 1]1 pertanto ha oo? soluzioni dipendenti dalle incognite
00 0 0|0 non pivotali y, z e sono: (—y —2z—1,y, 2, 1)
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103. c.

104. a.

104. b.

104. c.

Evidentemente, se k — 1 # 0, il sistema non e ridotto. Mentre se k = 1 il sistema lo e.
Un’operazione elementare che si puo eseguire per qualunque k1 0 2 1
kelR & R3 — R3 — (k — 1)R2. La matrice completa del 0 1 0 2 0
sistema € in questo caso quella a lato. 0 0 kK2—4 2—-Fk|1
Se i due numeri k, k? — 4 sono diversi da 0, cioe se k # 0,2, —2, la matrice & ridotta con tre
pivot: k, 1, k% — 4.
Quindi per k # 0,2, —2 (anche per k = 1) il sistema ha oo! soluzioni dipendenti dall’incognita
non pivotale ¢. Le soluzioni si ricavano facilmente dal sistema ridotto:
kx 4y + 2t = 1
1 1—-(2—k)t
(2 —4)z+(2—-kt = 1 -
Sostituendo uno alla volta i tre valori esclusi k& = 0,2, —2, si vede subito che il sistema e
ridotto anche per k£ = 2 e per £k = —2, ma non per k = 0.
Se k = 2 il sistema non ha soluzioni perché l'ultima riga¢ (0 0 0 0| 1)
Se k = —2 la matrice ¢ quella a lato. E ridotta, ha tre pivot e 91 0 2|1
quindi il sistema ha 0o’ soluzioni dipendenti dall’incognita non pi- 010 210
1 1 1
votale z. Le soluzioni sono immediate e sono: (—5 g0 % Z) 0 0 0 4|1
Sostituiamo ora k = 0 e continuiamo la riduzione:
0 1 0 2|1 0 1 0 2 1
01020R27%Ri}R1 00 —4 2| 1
00 —4 21 S 00 0 0]-1
Il sistema & ora ridotto ed evidentemente non ha soluzioni.
In conclusione: Per k = 0,2 non ha soluzioni, per gli altri k£ ne ha oo!.
Scriviamo la matrice. Per ridurla conviene innanzitutto scambiare le due righe in modo da
avere un pivot non dipendente da k.
k=111 1 —4k |2 1 —4k 2
(1 —4k 2) RlHP@(k -1 ‘ 1>R2_’R2_kR1 (o 4k —1 12k)
Se 4k? — 1 # 0, se cioe k # 41/2, allora la matrice & ridotta e ha due pivot, quindi il sistema
ha una soluzione.
Se k = 1/2 'ultima riga ¢ (0 0 | 0) e quindi il sistema ha oo’ soluzioni dipendenti dall’in-
cognita non pivotale y.
Se k= —1/2 l'ultima riga ¢ (0 0 | 2) e quindi il sistema non ha soluzioni.
Scriviamo la matrice. L’operazione Ry — Ro — Ry si puo sempre fare, anche se k = 0O:
k 1 -1 1 k 1 -1 1
(k -1k —1)RQ_>R2_R1 (0 2 k+1 ‘ —2)
Se k # 0 la matrice & ridotta con due pivot e il sistema ha quindi oo! soluzioni dipendenti
dall’incognita non pivotale z.
Se k = 0 la matrice non ¢ ridotta, ma la si riduce subito con Ry — Rs + 2R;. L’ultima riga
diventa (0 0 —1 | 2), quindi la matrice & ridotta con due pivot. Il sistema ha quindi
oo! soluzioni dipendenti perd dall’incognita non pivotale z.
In conclusione il sistema ha sempre oo! soluzioni.
Scriviamo la matrice. L’operazione Ry — Ry — Ry si puo sempre fare, anche se k = 0:
k 2k k k 2k k
<k; 1 1—k>R2_’R2_Rl (o 1— 2k 1—2k:)
Se k # 0,1/2 la matrice & ridotta con due pivot e il sistema ha quindi una soluzione.
Se k = 0 il sistema si riduce all'unica equazione y = 1 e ha quindi le co! soluzioni (z,1).
Se k = 1/2 l'ultima equazione & non significativa, il sistema si riduce all’unica equazione
(1/2)z +y = 1/2 e ha quindi oo’ soluzioni dipendenti dall’incognita non pivotale .
In conclusione il sistema ha co® soluzioni se k = 0, 1/2, altrimenti ne ha una.
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105. a. Dato che tutti i coefficienti dell’incognita x dipendono da k, conviene scambiare 'ordine
delle incognite in modo da semplificare I’algoritmo gaussiano.

k 1 —1 1 k —1 1 k -1 1 k -1
1+k 1 k 1 14k k 0 1 k+1 0 1] k+1
3—k 0|2k—-1 0 3—k|2k—-1 0 3—k|2k—-1 0 0|k%2—4

1<—>02 R2—>R2—R1 R3HR3—(3—]€)R2

La matrice ¢ ridotta con 2 pivot, indipendenti da k, ma a causa dell’ultima equazione, ha
soluzioni (ne ha una sola) solo se k = £2.

Osserviamo che, dovendola trovare, occorre tener conto che la prima incognita ¢ ora la y e
la seconda ¢ la x.

105. b. Anche qui, dato che tutti i coefficienti dell’incognita x dipendono da k, puo convenire scam-
biare 'incognita z con la z. Occorrera poi scambiare due righe per avere un pivot non nullo.

k 1 01 0 1 k|1 1 k+1 2|1 1 k+1 2 1
2 kE+1 1|1 1 kE+1 2|1 0 1 k|1 0 1 k 1
k 3 114 1 3 k|4 1 3 k|4 0 2—k k—213
1 C3 Ry < Ry R3 — Rz — Ry
Mediante l'operazione elementare R3 — Rz — (2 — k)R» 1 3 k 4
la matrice diventa quella lato. Dato che I'’elemento ass si 0 1 k 1
annulla per k = 2, —1, allora: 0 0 kK2—k—-2]k+1

Se k # 2, —1 la matrice e ridotta con tre pivot quindi il sistema ha una soluzione.
Se k = 2, I'ultima riga diventa (0 0 0 | 3), e quindi il sistema non ha soluzioni.

Se k = —1, 'ultima riga diventa (0 0 0 | 0), la matrice & ridotta con due pivot e quindi
il sistema ha co® soluzioni dipendenti dall’incognita non pivotale x (e non z, ricordiamo che
¢’¢ stato uno scambio di colonne). Conclusione:

Se k #2,—1 1 soluzione Se k =2 nessuna soluzione Se k=—1 ool soluzioni

105. c¢. Per ridurre la matrice conviene innanzitutto scambiare Ry con Ry in modo da avere un pivot

non dipendente da k. R &R Ry — Ry + kR
! 2 Ry — Ry + Ry
k -1 k+1] 0 -1 k 0 1 -1 k 0 1
-1 k 0 1 k -1 k+1| 0 0 —1+k% kE+1 k
0 k-1 2 1 0 k-1 2 1 0 k-1 2 1
1 -1 k-1|-k 1 -1 k-1|-k 0 k=1 k—-1]1-k
Ora conviene eseguire Ry < R3 in modo da semplificare la successiva operazione elementare.
-1 k 0 1 -1 k 0 1
0 k-1 2 1 Rs — Rs — (k+ 1)Ry 0 k-1 2 1
0 —1+k% k+1 k Ry — Ry — Ro 0 0 —k—1] -1
0 k-1 k—-1]|1-k 0 0 k—3 | —k
A questo punto pud non convenire piu ridurre del tutto la matrice, ma confrontare invece

1 —k

le ultime due equazioni che si scrivono (se k # —1,3) : {z ~h 1 i=43

} . Perché

1 _
ci siano soluzioni quindi € necessario che Pt cio¢ che k? + 2k — 3 = 0 ovvero
k= —3,1. Se k non & uno di questi due valori, il sistema & comunque senza soluzioni (anche
se k= —1 0 k =3, come si verifica subito). Restano da esaminare i due casi k = —3, 1:
Se k = 1, la matrice ¢ quella sotto e quindi | Se k = —3, la matrice ¢ quella sotto e quindi
il sistema ha evidentemente co! soluzioni. | il sistema ha evidentemente una soluzione.
11 0] 1 -1 -3 0] 1
00 2 1 0 —4 2 1
00 —2|-1 0 0 2| -1
00 —2|-1 0 0 —6| 3
Riassumendo: Se k # 1,—3 non c’¢ nessuna soluzione, se k = 1 ci sono oo! soluzioni, se

k = —3 ¢’ una soluzione.
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106. a. Basta ridurre la matrice dei coefficienti, iniziando con uno scambio di righe per evitare che
il pivot dipenda da k.

k 1 0 1 0 1 1 0 1 1 0 1
1 0 1 k1 0 0 1 -k 0 1 —k
1 k =2 1 k£ -2 0 k -3 0 0 —3+k2
R Ry — kR
Ri < Ry R23—_>> R23 B R11 R3z — R3 — kR,

I pivot sono due se k? # 3 e sono tre in caso contrario, quindi:
Se k = +1/3 ci sono co! soluzioni non banali, altrimenti c¢’¢ solo la soluzione banale.

b. Riduciamo iniziando con uno scambio di righe per evitare che il pivot dipenda da k.

k 1 1 1 1 -1 0 1 1 —1 0 1

1210 1| Mg 11 1| e BemkR [ g
1 Ry — Rs — 2R,

2 0 1 1) pol2 o011 P o 21

E 3 2 0 2\t 3 20 4 4 '\o 34k 2 -k

E possibile proseguire la riduzione, ma si puo anche notare che Ry = Ry + R3, per cui Ry
puo essere eliminata. Dato che ci sono meno di quattro pivot, allora c’e¢ sempre almeno
un’incognita non pivotale, quindi il sistema ha sempre almeno oco! soluzioni e quindi anche
soluzioni non banali. Per sapere anche quante sono, scambiamo Ry con R3. Si ottiene:

1 -1 0 1 1 -1 0 1
14k

0o 2 1 -1 RSHRg—%RQ 0 2 1 ~1

0 14+k 1 1—k 0 0 (1—k)/2 (3—k)/2

Se k # 1 allora ci sono tre pivot, se k = 1 anche , quindi il sistema ha sempre co® soluzioni.

c. Il sistema ha sempre soluzioni non banali perché non puo avere piu di due pivot e quindi
ci sono almeno 5 incognite non pivotali. Per sapere quante sono riduciamo la matrice con
RQ — R2 — k’Rli

1 -k 1 1 =2 1 1 1 —k 1 1 -2 1 1
E -1 11 -2 1 1 0 —1+4+k% 1-k 1-k -2+2k 1-k 1-k
Se k2 # 1, allora ci sono 2 pivot.
Se k = —1, ci sono sempre 2 pivot.

Se k =1, la seconda riga ¢ nulla e ¢’¢ un’unico pivot.
In conclusione: se k = 1 ci sono 00® soluzioni, se k # 1 ce ne sono oo®.

ab 1 0 1 1
107. Riduciamo la matrice completa con R3 — Rz — Rs: 0 b+1 0 1 a
0 0 a-1) 0|b—a
Quindisea#20eb#0eb#1eb# —1, il sistema ¢ ridotto con tre pivot e ha una soluzione.
0 1 0 11
Esaminiamo il caso a = 0: 0 b+1 0 1|0
0 0 0 0|0
A causa dell’'ultima equazione il sistema puo aver soluzioni solo se b = 0. Ma, se b = 0, sono
incompatibili le prime due. Quindi per a = 0 il sistema non ha soluzioni per ogni b ¢ IR.

0 1 0 1 1
Esaminiamo ora il caso b = 0: 0 1 0 1 a |. Sea =1, le prime due equazioni sono
0 0 —a 0f-a
identiche. Eliminandone una, il sistema & ridotto, con due pivot, quindi ha co? soluzioni. Se
invece a # 1 le prime due equazioni sono incompatibili e il sistema non ha soluzioni.

a 1 0 1 1
Esaminiamo ora il caso b = 1: 0 2 0 1 a
0 00 0|1l—a
Se a # 0, il sistema ¢ ridotto, ma, a causa dell’ultima equazione, non ha soluzioni, tranne che
nel caso a = 1, per cui & ridotto con due pivot e ha quindi oo? soluzioni.
Se a = 0, non e ridotto, ma, come abbiamo gia visto, non ha soluzioni.
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111.

112.

Esaminiamo ora il caso b = —1:

Se

pivot e il sistema ha percid oo! soluzioni.

Se

ha soluzioni.
La situazione puo essere schematizzata nel dise-

> —
gno al lato nel piano cartesiano [a,b], in cui per
ogni coppia di valori (a, b) & segnata la situazione. per tutti gli altri a, b o soluzioni

Per quanto riguarda 'ultima domanda, come si vede:

E questi sono gli unici valori di a che soddisfino i criteri richiesti.

T QW

B-

A | B D|E|F
no | no S sl | no | no 3 -3 54 4T
sl | sl |no|nol sl |no A-C= 0 2 13 A-D= 10 13
no | no| sl | sl | no | no 0 —66 3 115
no | no | no | no | no | no 2 1 =10 100
no | no | no | no | no | si B-A= 01 2 2 BB = 010
- - . 13 5 8 1 10 0 1
sl | sl |{no|nof si|no
TR AT
E = 1 1C-C= C-D= E-F = 0 1 -1
13 5 -2 5 5 9 13 0 3 -3
0 0 0 O 0 0
F~A:(—3 1 5 1) F-B:(—5 1 —1) F-E:(—2)

e R

—-

. Falso. Controesempio: A = < ! _2> B= <2 -2 ) .

. Falso. Controesempio: A e B come in a. , dato che (A+ B)? = A+ A-B+B-A+ B?e

a1 0 1] 1 b o2 soluzioni |

0 0 0 1 a
0 0 —2a 0] —-1—a

a # 0, con Ry < Rz diventa ridotta con tre

a = 0, come abbiamo gia visto, il sistema non

Se a = 0 il sistema non ha soluzioni per ogni b € IR.
Se a = 1 il sistema ha sempre soluzioni per ogni b € IR.

-1 2
Falso. Controesempio: A e B come in a.
Falso. Controesempio: Se A-B = B, allora A-B — B = 0 che si puo scrivere A-B—1-B =0
cioe (A —1I)-B = 0. Basta quindi determinare due matrici non nulle il cui prodotto sia 0.
Per esempio quelle di a.

_ o (12 (22N ., 2-2
Scegliamo quindi A — I = (_1 2> B = <1_1>,c1oeA <_1 3)'

Allora A- B = B e ovviamente A non ¢ la matrice identica.

1-1

Vero. Come & noto, la somma & commutativa.

Vero. E la distributivita del prodotto rispetto alla somma.

Falso. Controesempio: A e B come in a. e C' = 0.

Vero. Basta aggiungere —A ad entrambi i membri dell’equazione.
Vero. E una semplice verifica immediata.

Vero. Infatti: A-A2=A-(A-A)=(A-A)-A=A?. A.

A-B# B-A.

Falso. Dato che (4-B)? = A-B-A-B = A-(B-A)-B, mentre A2B? = A-A-B-B = A-(A-B)-B.
Occorre quindi scegliere due matrici A e B tali che A- B # B - A. Le due matrici del caso
a, pero non vanno bene, perché A- B = 0 e quindi si ha I'identita. Pero scambiandole e

scegliendo quindi le due matrici A = <? :? ), B = ( 71 _§> si ha, come si verifica

eseguendo i prodotti, un controesempio.

Falso. Controesempio: A = < (1) 8 )
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113.

114.

. Falso. Controesempio: A = < 00 )

10

n. Vero. Infatti, in questo caso A ¢ I'inversa di sé stessa.

o. Falso. Controesempio: A e B come in a. , dato che (A+B)-(A—B) = A> - A-B+ B-A+ B>
e A-B+# B-A.
p. Vero. Infatti (A+1)-(A—1)=A%?—A-1+1-A+ I? e, diversamente dal caso precedente,
A e I commutano.
a. Vero. Infatti: (A-B)~1 =B71.A7L
b. Falso. Controesempio: A=1e B=—1.
c. Vero. Seinfatti A-B=A-C, allora A1 -A-B=A"1-A-Cdacui B=_C.
d. Falso. Per esempio:
11 10
=(ar) 2= (1)
. -1 _ L=l 1 p1_ 2-1
Allora: (A-B)~ ! = (_1 2) ;AL BTl = (_1 1).
e. Falso. Controesempio: A e B come in d.
f. Falso. Si ha: 5 volte
(A"'BA)®> = (A™'BA)---(A"'BA) = A"'B(A-A"")B(A-A™')...BA =
=A"'BB---BA=A"1B%A.
Se fosse (A"*BA)® = A=5B5A5 si avrebbe quindi A='B%A = A=°B5A5. Moltiplicando a
sinistra per A® e a destra per A~! si ottiene:
AP ATIBY A ATV = A5 A5 . B5. A% A~ ! da cui A*- B® = B°A*,
Per avere un controesempio, bastano quindi due matrici A e B tali che A* e B® non com-
mutino, per esempio A e B come in d.
g. Vero. Per la dimostrazione confronta f.
h. Vero. Infatti A e B~! sono invertibili e il prodotto di matrici invertibili & invertibile.
i. Falso. Come controesempio scegliamo A e B come in d. e poniamo C'= A- B. Allora si ha
che B=A"1.C, mentre C-A~! = A-B-A~"! che ¢ diversa da B.
j. Falso. Controesempio: A = <(1) 7(1) )
a. Se A ¢ invertibile, si possono moltiplicare entrambi i membri dell’equazione a sinistra per
A1 e si ottiene:
A7'AX = A7'B, da cui X=A"1.B
Se A non e invertibile non si puo dire niente sulla risolubilita o meno dell’equazione, senza
conoscere A e B.
b. Raccogliamo X a destra del primo membro: (A+1)-X = B. Se A+ I ¢ invertibile, si pud
moltiplicare I’'equazione a sinistra per (A + I)~! e si ottiene: X=(A+D"'B
Se A + I non ¢ invertibile non si puo dire niente sulla risolubilita o meno dell’equazione,
senza conoscere A e B.
c. Raccogliamo X a destra del primo membro: (A+ B)-X = C. Se A+ B ¢ invertibile, si puo
moltiplicare I'equazione a sinistra per (A + B)~! e si ottiene: X=(A+B)C
Se A + B non ¢ invertibile non si puo dire niente sulla risolubilita o meno dell’equazione,
senza conoscere A, B e C.
d. Portiamo B a secondo membro e raccogliamo A a sinistra del primo membro:

A-(XA+XB)=1-B.
Possiamo ancora raccogliere X a sinistra dell’espressione in parentesi e ottenere
A-X-(A+B)=1-B.
Se A e A+ B sono invertibili, si pud moltiplicare ’equazione a sinistra per A~! e a destra
per (A+ B)~! e ottenere X=AYI-B)(A+B)
Se A non e invertibile o A + B non e invertibile non si puo dire niente sulla risolubilita o
meno dell’equazione, senza conoscere A e B.
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e. Sapendo che A-X + X -B = C, qualunque tentativo di moltiplicare a destra o a sinistra per
A7l 0 B7' 0 (A+ B)7! non riesce a isolare la matrice X a primo membro, per cui non &
possibile dare matricialmente una espressione elementare per X senza conoscere A e B, né
dare condizioni affinché ’equazione abbia soluzioni.

f. Anche qui qualunque tentativo di isolare la matrice X a primo membro, fallisce, per cui non
¢ possibile dare matricialmente un’espressione elementare per X senza conoscere A e B.

ac+dc  be+ d?
{a? +bc=0; ab+bd=0; ac+dc=0; bc+d*> =0}
Conviene, innanzitutto esaminare la seconda equazione: (a + d)b = 0 dalla quale si deducono
due possibilita:
e b =0, nel qual caso dalle altre si trova subito a = 0 e d = 0 (nessuna condizione su c).

Quindi le matrici del tipo A = ( 2 8

e a+d=0,nel qual caso dalle altre si trova solo a? + bc = 0. Quindi anche le matrici del

2
115. Se A = (ZS), allora A? = ( o”+bc ab+ bd) La matrice e nulla se, simultaneamente

) sono tra quelle cercate.

. b
tipo ( CCL a ) con a? + be = 0 sono tra quelle cercate.

In definitiva, tenendo presente che tra le matrici del secondo tipo rientrano anche quelle del
primo tipo, si conclude sinteticamente che:

Le matrici cercate sono tutte e sole quelle del tipo < ¢ _2 ) con a? + be = 0.

116. Per esempio ( (1) 8 )

117. a. Se esistesse A~ ! si avrebbe A~1-A-B=A"1.0da cui B =0.

b. 1l sistema omogeneo A -z = 0 ha almeno una soluzione non nulla b, dato che p(A) < n.

Poniamo quindi B=(b|b|---|b). Allora B#0e A-B =0.

118. A Calcoliamo A~ riducendo A e contemporaneamente I mediante 1’algoritmo di Gauss.
123100R2123100R—>R—2R1201_30
000 110 1 07|01 2000 1|2 22 2220 1 0[0 -2 1
01 2/001/Rg\0 0 1/0 1 0/ " " *\o 0 1/0 10

1 2 01 1 -2

R1HR1*2R2 01 0|0 =2 1
00 1l0 1 0 1/2 0 0 0
-2 0 0 0

0
B Lo maytee o b st e | ) 0 e o
' 0 —5/12  1/2 5/12
0 5/24 —-1/4 7/24
C La matrice C' € quasi diagonale. La si riduce

L S 1 0 0 0 -1
a [ dividendo ogni riga per l’elemento della 0 1/2 0 0 0
diagonale. Per completare la riduzione occorre c-1—1 o 0 1/x 0 0
Ry — Ry — 5R5 Le stesse operazioni su I forni- 0 0 0 1/3 0

0

scono subito l'inversa. 0 0 0 1/5

D La matrice e antidiagonale. Per ridurla occorre 8 8 8 _(1) 1/ g
scambiare l'ordine delle righe e dividere ogni riga D-1_ 0 0 1/3 0 0
per il pivot. L’inversa ¢ una matrice antdiagonale 0 1/2 0 0 0
pero con gli elementi scambiati e invertiti. 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1

E Matrice anti-a blocchi. Generalizzazione 0 0 0 1/2 0
del caso precedente: si invertono e si scam- E-l=1 -1/3 1/3 2/3 0 0
biano i singoli blocchi -1/3 -2/3 5/3 00

2/3 1/3 —4/3 0 0

119. a. Vera. E semplicemente il teorema di Binet.
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b. Falsa. Controesempio: A = I e B = I. Allora det(A + B) = det(2I) = 2", mentre
det(A) 4 det(B) = det(I) + det(I) = 2. Se n # 1 sono diversi.

c. Vera. Infatti 1 = det(I) = det(A- A~') = det(A) - det(A™!) e quindi 1 = det(A)-det(A™1).

d. Vera. Infatti det(A~1-B-A) = det(A~1)-det(B)-det(A) = det(A~1)-det(A)-det(B) (& possibile
lo scambio perché ora si tratta di numeri e non di matrici). Dato che det(A)-det(A™!) =1
(vedi problema precedente), si ottiene det(B).

e. Vera. Infatti det(A?) = det(A- A) = det(A) - det(A) = (det(A))%.

f. Falsa. Infatti —A si ottiene moltiplicando ciascuna delle n righe di A per —1, quindi il suo
determinante ¢ il determinante di A moltiplicato per (—1)". Quindi, se n & pari e det(A) # 0,
allora det(A) = det(—A) e quindi sono differenti. Se perd n ¢ dispari affermazione & vera.

120. A Si puo osservare che C + C3 = 2C5; questo implica che det(A) =0

B Sviluppiamo successivamente 1ungo R3, Ry, R3,C1:

01l1]210 12 1[0 J L
00/2]050 00 5 0| ., . B
et | 007 000 | =7 det 412 QF =75det |57 g | =
1113225 01010 0]1[4T
01/4]010 01431
01j1]431 =7.5-(—1) - det 4 25 —7.5-(—1)-(—4)-2 = 280

041
C La matrice ¢ a blocchi: il determinante ¢ il prodotto dei determinanti dei singoli blocchi.
Dato che il secondo blocco ha determinante nullo, allora det(C') = 0.

D La matrice e triangolare superiore a blocchi: gli elementi sopra i tre blocchi non intervengono
nel calcolo del determinante, quindi :

det(D) = det (}g) det G§> det G?) —(=2)-1-1= 2

E Basta sottrarre Ry da Ry e proseguire:

0 0 009
1 12 1213 87 zl)) _1§ 13 1(?; Cerchiamo di C; — C7 — Cy
det(E) =det | 3—3 9 081 [ =9det 7 g_9 g | = awerare I'ul- Cy — Cy +Cy
7 8-2 965 1-1 31 tima riga: C3 — C3—3Cy
1-1 319
—12.25 =273 —12 25 —27 Cerchiamo di
3-3 90 C3 — C3—3C,
=9-det =9-det 3—-3 9| = azzerare la se-
—2 17-299 —2 17 -29 conda riga: 02 2T O
00 01 ga:
—-1213 9
=9.det| 30 0]=9-(-3)- ((—12) (~23)—9- (—2)) = 11718
—215 =23

131. a. Dato che la matrice completa & quadrata, conviene innanzitutto calcolarne il determinante,
facilitandoci il compito tramite qualche operazione elementare sulle righe e sulle colonne.

k 1 -1 k 1 0 k 1 0
det 2 1+4+k 2 |=det 2 1+k 3+k |=det Kk 0 =
2k 1 k+2 2—-k> 1  3+k 2—-k* 1 3+k
C3 — C3+Cy Ry — Ry — R3
= (3+k)det k]; ]1 = 0. Quindi il determinante ¢ nullo qualunque sia k € IR.
In conclusione la matrice completa ha sempre caratteristica minore di 3; occorre quindi
esaminare la caratteristica della matrice dei coefficienti: i 1
La sottomatrice formata da Ri, Ry, C7,Cs ha determinante det < ) =k>+k—-2
. . 2 14k
che si annulla per £ = 1, —2. Quindi

Se k #1,—2, allora o(A) = 2 e di conseguenza anche p(A|b) = 2 e quindi il sistema ha una
soluzione.
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Se k=10 k= —2, le ultime due righe sono rispettivamente 2 22 e 2-112
— L C . 1 13 -2 110
Quindi in entrambi i casi il sistema non ha soluzioni.

131. b. Calcoliamo la caratteristica della matrice dei coefficienti iniziando col calcolo del suo deter-

minante.
E+1 4 —(1+k) k+1 4 0 k+1 4 0
det k2 k41 —k =det k2 kE+1 k2—k | =det| k2 +k 4k 0
-k 1-3k k2 —k 1-3k kK2—k —k 1-3k k2—k

C3 — Cs+C4 Ry — Ry — R3
Il determinante & 0 per ogni k. Quindi o(A) < 2 per ogni k.
Puo convenire ora calcolare il determinante di una sottomatrice 3 x 3 della matrice completa
per esempio di quello costituito con Cq, Cy, Cy

kE+1 4 1
det k? k+1 1| =~k+2k?-3k%edenullo per k=0,1,—1/3.
-k 1-3k 1
Se k #0,1,—1/3, la matrice completa ha quindi caratteristica 3, mentre quella dei coeffi-
cienti ha caratteristica < 2, per cui il sistema non ha soluzioni.

Se k = 0, la matrice ¢ quella sotto e quindi | Se k& = 1, la matrice & quella sotto e quindi il
il sistema ha evidentemente ool soluzioni. | sistema non ha evidentemente soluzioni.

1 4 —-1]1 2 4 2|1

01 0|1 1 2 -1]1

01 01 -1 -2 1|1
Se k = —1/3 occorre ridurre la matrice dei coefficienti:

2/3 4 -=2/3|1

1/9 2/3 1/3 |1 0 0 4/915/6

1/3 2 1/9 |1 0 0 4/9|1/2
Quindi anche per k = —1/3, il sistema non ha soluzioni.

Ry — Ro — (1/6)R: 2/3 4 —-2/3| 1

R3 — R3 — (1/2)R1

Conclusione: Se k = 0, il sistema ha oco! soluzioni, se k # 0, non ne ha.

131. c. Conviene innanzitutto calcolare il determinante della matrice completa, sviluppandolo lungo
l'ultima colonna (quella dei termini noti):

k—1 1 1 0

0 2 1 0 F

-1
det = 2k -det 0
4

_ 2
b1 9 ok = 2k(2k 6k)

4 0 k—2 O

Il determinante si annulla quindi per k& = 0,3. Per valori diversi da k = 0 e k = 3, quindi
0(A|b) =4, mentre p(A) < 3 e il sistema non ha soluzioni.

Se k = 0, il sistema & omogeneo e, mediante semplici operazioni elementari, si vede che ha
tre pivot, quindi I'unica soluzione banale.

Se k = 3, sempre mediante semplici operazioni elementari, si vede che compare un’equazione
incompatibile, per cui il sistema non ha soluzioni.

Conclusione: Se k = 0, il sistema ha una soluzione, se k # 0, non ne ha.

132. Come pivot per la prima colonna va bene 3, quindi iniziamo la riduzione eseguendo le operazioni
elementari Rs — R3 — (1/3)R; e Ry — Ry — (2/3)Ry

3 0 1 1 0 4 va bene come pi- [/ 3 0 1 1 0
0 4 1 1 —1 vot per la seconda [ 0 4 1 1 -1
01 kE-1/3 2/3 1 colonna  quindi: | 0 0 k-7/12 5/12 |5/4
0 0 1/3 k—2/3| k Rs; — R3—(1/4)Ry \ 0 0 1/3 k—2/3 k

A questo punto la riduzione mediante massimo pivot non & piu possibile (dipende da a) né
conveniente, per cui calcoliamo det(A) (A matrice dei coefficienti):

det(A) =3-4-((k—7/12)(k — 2/3) — 5/36) = 12k* — 15k + 3. Pertanto se k # 1 e k # 1/4,
allora det(A) # 0, il sistema & di Cramer e ammette una e una sola soluzione.
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30 1 1 0 30 1 1 0
0 4 1 1 -1 0 4 1 1 -1
Sek=1L| o o 512 512|574 |7 Fa= OB | 4 o 510 5712 54
00 1/3 1/3 1 00 0 0 0
11 sistema & ridotto, ha tre incognite pivotali e quindi co! soluzioni.
30 1 1 0 30 1 1 0
0 4 1 1 -1 0 4 1 1 -1
Sek=14 1 o o 13 sn2 |5 [T Bat Bl oo s 519 |5
0 0 1/3 -=5/12|1/4 0 0 0 0 |2/3
Il sistema ¢ ridotto e evidentemente non ha soluzioni.
Conclusione: Se k = 1: oo! soluzioni.
Se k= 1/4: nessuna soluzione.
In tutti gli altri casi una e una sola soluzione.
133. a. Riduciamo la matrice completa:
1 1 k|2k—-1 1 1 k 2k —1 1 1 k 2k —1
1 k1 k 0 k—1 1—-k 1—k 0 k-1 1-k& 1-k
E 1 1 1 0 1—k 1—k%|1+Fk—2K? 0 0 2—k—k2|2—2k?
RQ — RQ — Rl
R3—>R3—kR1 R3—>R3+R2
Gli elementi della diagonale si annullano per k =1 e per k = —2. Quindi:

Se k # 1, —2, la matrice e ridotta con tre pivot e il sistema ha una soluzione.
Se k = 1, le ultime due righe sono nulle e quindi il sistema ha un pivot e 0o? soluzioni.

Se k= —2, 'ultima riga ¢ (0 0 0 | —6), quindi il sistema non ha soluzioni.

133. b. Il minore incorniciato della matrice dei coefficienti K —k+1]-=2 0 1
¢ nullo per k£ = 0,1. Quindi: 1 -2 K-k |k
Se k # 0,1, allora g(A) = 2 e di conseguenza anche g(A|b) = 2 e quindi il sistema ha oo!

soluzioni.
Se k = 0, la matrice & quella sotto e quindi | Se k = 1, la matrice e quella sotto e quindi il
il sistema non ha evidentemente soluzioni. | sistema ha evidentemente oco? soluzioni.

1 =2 0]1 1 =2 0]1
(1 -2 0 0) (1 -2 0 ’ 1)
133. c. Scriviamo la matrice e iniziamo l’algoritmo gaussiano:
2 k 1 2 k 1
0 1 k Rg — R3 — R1 0 1 k
2 k—1| -1 Ry — Ry— (E/2)Ry | O -1 -2
k 3 k+1 k 3—K*/2|k+1—k/2

La seconda e la terza equazione si possono scrivere come {y =k ; y = 2}, quindi:
Se k # 2 il sistema non ha soluzioni.
Se k = 2, le tre ultime equazioni sono proporzionali e quindi il sistema ha una soluzione.

133. d. Guardando la matrice completa del sistema, si vede che e piu semplice, creare degli zeri
nella terza colonna invece che nella prima, mediante operazioni elementari. Per questo non
& neanche necessario scambiare le colonne:

k -1 1] —k k -1 1| -k k -1 1 —k
-1 k 1] 1 k-1 k—1 0] 1—k k—1 k—1 0 1—k
k—2 2k—1 —1]Kk? 2%k—2 26—2 0| k2—k 0 0 O0|kK+k-2
R2—>R2+R1
Ry — Ry + Ry Ry = fts = 20,

Se k # —2,1, il sistema non ha soluzioni, perché il termine noto k? + k — 2 & # 0.
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Se k = —2, le matrici completa e incompleta hanno | Se k = 1, la matrice ¢ quella sotto e
caratteristica 2 perché e non nullo il minore inqua- | quindi il sistema ha evidentemente
drato, quindi il sistema -2 -1 1112 00? soluzioni. 1 -1 1|-1
ha oco! soluzioni. -3|-3 0|3 0 0 0] O

0 0 0 |0 0O 0 0] 0

133. e. Usiamo come primo pivot quello incorniciato di Rz che non dipende da k:

0 1 1 1/1 R 1 -1 2k 0|0 1 -1 2k 010
k0 1 k|2 |k 0 1 k|2|R —R—kR |0 &k 1-2k* k|2
[1]-1 2k 0|0 }%3 0 1 1 1|1|Ry—>Ry—Ry |O[ 1] 1 11
1 0 2 1|1 1 0 2 1|1 0 1 2-2k 1]1
Scambiamo ora due righe per usare il pivot inquadrato che non dipende da k.
R (1 -1 2 0f0 1 -1 2k 0] o
2o 1 1 1{1 | Rs—Rs—kRy, |0 1 1 1| 1
1% 0 k 1-2k% E|2 Ry — Ry — Ry 0 0 1-2k2—k 02—k
A0 1 2-2 11 0 0 1-2k 0] 0
2 _
Le due ultime equazioni sono { (1- 2<]1€ __2]]32 ; 2 8 K

Il coefficiente 1 — 2k? — k si annulla per k = —1,1/2 e il coefficiente 1 — 2k per k = 1/2.

2—k

Se k # —1,1/2, allora le due ultime equazioni sono < z = —————; z = 0, quindi oc-
. T . . . .. 1—-2k2 -k

corre che sia k = 2, altrimenti non ci sono soluzioni.

0

Se k = 2, le ultime due righe sono (O 0 =90 0

1 - 00 -3 0
oo+ soluzioni.
Se k=—1,laterzarigae (0 0 0 0 | 1), quindi il sistema non ha soluzioni.
Se k=1/2,laterzarigae (0 0 0 0 | 3/2), quindi il sistema non ha soluzioni.
Conclusione: Se k = 2, il sistema ha co! soluzioni, se k& # 2, non ne ha.

) , la matrice e ridotta e il sistema ha

133. f. Effettuiamo qualche operazione elementare sulle righe della matrice completa:

k2k+1 k |1 k2k+1 k 1 R (1 1 1 0

e T LU I O I S e S 11 k2k+1 k 1

0k+1 2k | k| ™ M0 k41 2k k o |0 k41 2 k

kE k —k|k 0-k—1-2k| k-1 2\N0—k—1-2k|k—-1
11 -1 0 1 1 —-1] o0

Ry — Ry — kR, 0 k+1 2k 1 Rs - R3—Rs | 0k+1 2k 1

0 k+1 2k k Ry—Ry+Rx |0 O 0 |E—-1
0—-k—-1-2k|k-1 0 0 O k

Quindi perché il sistema abbia soluzioni occorre che k = 0 e contemporaneamente k —1 = 0.
Questo non e possibile, quindi:

Il sistema non ha soluzioni per alcun k € IR

134. a. Si puo iniziare con I'algoritmo gaussiano:

1 2 —2]|1 Ry — Ry — Ry 1 2 —2| 1
1 -1 —11|» R Rewap |0 3 1lb—1
4 a 4|2 3 3 Y\0 a+8 -4 6

A questo punto ¢ possibile calcolare il determinante della matrice dei coefficienti che ¢ 4 — a.
Di conseguenza, se a # 4, il sistema ¢ di Cramer e ha un’unica soluzione, qualunque sia b.
Se a = 4, riduciamo ulteriormente la matrice:

1 2 —2] 1 1 2 —2] 1
0 -3 1|b—1 |R3—R3+4R, [0 -3 1| b—1
0 12 —4| 6 0 0 0|4b+2
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134. b.

134. c.

Quindi il sistema ha soluzioni e ne ha oo!, solo b nessuna.
seb=—1/2. < .

. soluzione
In conclusione: 4
Se a # 4 : una soluzione. >
Sea=4eb# —1/2: nessuna soluzione. -1/2 A a
Sea=4eb=—1/2: ool soluzioni. I soluzion __| nessuna
La situazione puo essere schematizzata nel di- soluzione
segno a lato. per tutti gli altri a, b: una soluzione

Iniziamo 'algoritmo gaussiano:

1 a|l 1 a 1 A questo punto conviene
-1 210 22 : 22 J_r 511% 0 a-+2 1 calcolare il determinante
2 b1 3 3 Y\0 b—2a| -1 della matrice completa.

Si ha: det(A|b) =a—b—2.

Se questo determinante ¢ diverso da 0, cosa che accade se b # a — 2, allora il sistema non
ha soluzioni, perché o(A|b) = 3, mentre o(A) < 2.

Vediamo ora cosa succede se b = a — 2. Sostituendo b, la terza equazione ¢ proporzio-

. o . . (1 1
nale alla seconda e puo essere trascurata, quindi la matrice del sistema e ( 0 a _Cf_ 911 >
E quindi chiaro che se a =# —2, la matrice e ri- D Ap
dotta e il sistema ha una soluzione, mentre, se
a = —2 (e quindi b = —4), l'ultima equazione
¢ incompatibile. a
In conclusione:

Se b # a — 2 : nessuna soluzione. 7 =2 nessuna
Seb=a—2ea# —2: una soluzione. b=a—2/ soluzione
Se a = —2 e b = —4 : nessuna soluzione. {/ _1
La situazione puo essere schematizzata nel di- y =~ B
segno a lato. per tutti gli altri a, b: nessuna soluzione
Conviene creare degli zeri nella seconda colonna:

a b —1]1 a b —1]1\ A questo punto conviene cal-

R Ry — R
) 01 Rz :Rj _Ri —1—a O 1|0 | colare il determinante della

2 b =21 2—a 0 —1]0/ matrice dei coefficienti.
Si ha: det(A) =b-(2a —1).
Se questo determinante & diverso da 0, cosa che accade se a # 1/2 e b # 0, allora il sistema
ha una soluzione, perché ¢ un sistema di Cramer.

Se a = 1/2, I’ ultima riga puo essere trascurata e la matrice 1/2 b -1 1
ha caratteristica 2 per ogni b, perché e non nullo il minore -3/2 10 110
inquadrato, quindi il sistema ha oo! soluzioni. 3/2 0 -1 |0
Se b = 0, la matrice dei coefficienti ha caratteristica sempre 2 0 =1 1
perché ¢ non nullo il minore inquadrato. ¢

. . . . . . . —1—-a|0 1110
L’unico minore significativo di ordine 3 della matrice completa 5= 0 =1 |0

(quello formato da C1, Cs,Cy) ha determinante 2a — 1.
Pertanto, se a # 1/2 (e sempre b = 0), allora

0A|b) = 3 e il sistema non ha soluzioni, men- Ab

tre se @ = 1/2 ne ha ool, come gia visto sopra. <+—1oo? soluzioni |
In conclusione: 12 _
Se a #1/2 e b+ 0: una soluzione. a
Se a = 1/2 : oo! soluzioni per ogni b. l \j

e A— /\

Se a #1/2 e b= 0 : nessuna soluzione. . —
/  nessuna soluzione| |~ 1" soluzioni

La situazione puo essere schematizzata nel di- ‘
segno a lato. per tutti gli atri a, b: unasoluzione
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134. d. Conviene creare degli zeri nella colonna C5 che non dipende da parametri:

a 1 1a a 1 1 a
1 2 110 R2 —>R2—2R1 1—2a 0 —-1| —2a
b 0 a|la | Ry — Rs+ Ry b 0 a a
a—1 -1 0|a 20—1 0 1] 2a

L’ultima riga puod essere trascurata in quanto proporzionale alla seconda. Il determinante
della matrice dei coefficienti & a — 2a? + b, quindi:

Se b # 2a® — a il sistema ha una soluzione, perché ¢ un sistema di Cramer.

Se b = 2a? — a sostituiamo b (dato che ¢ difficile esplicitare a dall’equazione b = 2a® — a):

a 1 1 a
1—2a |0 —1|]| —2a | Il minore inquadrato ¢ diverso da 0, quindi p(A) = 2.
26> —a 0 a a

Per calcolare p(A|b) si pud considerare I'unica sottomatrice di (A |b) (oltre A) che lo contiene,
quella formata da Co, C3,Cy. 1l suo determinante & —a + 2a? ed ¢ nullo per a = 0,1/2. In
questi due casi, per il teorema di Kronecker, o(A|b) = 2, altrimenti & 3.
In conclusione:

Se b # 2a® — a : una soluzione. b Messuna T ]
Seb=2a’>—-aea#0,1/2 : nessuna soluzione soluzione
soluzione. T
Sea=0eb=0: ool soluzioni.

Sea=1/2eb=0: co! soluzioni.

Notiamo che b = 2a? —a ¢ la parabola di
vertice (1/4, —1/8) passante per (0,0) nessuna

e (1/2,0). La situazione puo essere soluzione!
schematizzata nel disegno a lato. ‘

per tutti gli altri a, b: unasoluzione

134 Esoous , . a 1 b|b a 1 b b
. e. 1begulamo.un operazione a 1 1|2|R—Ry—R, [0 0 1-b|2-0
elementare: 0 b 1]0 0 b 1 0

Il determinante della matrice dei coefficienti € a-b-(b—1), quindisea #0e b#0e b # 1,
allora il sistema ha una soluzione, perché ¢ un sistema di Cramer.

Esaminiamo quindi i tre casi particolari:

Se a = 0, calcoliamo il determinante dell’unica sot-

1 b b

tomatrice 3 x 3 significativa della matrice completa: 9
Quindi, se b # —2,1, o(A|b) = 3, mentre p(4) = 2, det 2 1Ib 2Bb =b"+b-2
quindi il sistema non ha soluzioni.

0 1 -2| -2 01 —-2|-2
Seb=-2(semprea=20): [0 0 3| 4 |Rs—R3+2R [0 0 3| 4] eil

0 -2 110 0 0 -3|—-4
sistema ha ool soluzioni. Il caso b =1 (e a = 0) pud venire esaminato nel sottocaso b = 1.
Se b = 0 la matrice & quella a 1 010
a lato ed il sistema non ha 0 0 1|2 A
soluzioni, qualunque sia a. 0 0 1]0 b
Se b = 1 la matrice ¢ quella a 1 1 1) 1 /
a lato ed il sistema non ha 0 0 0f1 ‘
soluzioni, qualunque sia a. 01 1]0 >
In conclusione: ‘ ‘ ) a
Sea#0,b#0,b+# 1: una soluzione. '::F‘ nessuna sol u2|on¢
Sea=0eb=—2: ool soluzioni. ‘
Se a =0 e b# —2 : nessuna soluzione. —2@
Se b =00 b=1: nessuna soluzione. per tutti gli atri a, b : una soluzione

La situazione puo essere schematizzata nel disegno sopra.
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141. A. Riduciamo finché ¢ possibile la matrice:

k2 3 1

0 k 1 1 R2 — R3 — R1

k0 k —k Ry— Ry+ Ry -2 k-3 —-k-1

-k 2 1 3k 4 4 3k+1

A questo punto conviene calcolare il determinante di A:
det(A) = k(3k® — 4k? — k + 2). 1l determinante si annulla per & = 0 e per k soddisfacente
I'equazione di terzo grado 3k3 — 4k? — k +2 = 0.
Per tentativi, si scopre che k = 1 & una radice del polinomio 3k — 4k? — k + 2 = 0.
Dividendo 3k3 — 4k? — k +2 = 0 per k — 1, si trova il quoziente 3k% — k — 2 che si annulla
per k=1, —2/3. Quindi il determinante di A & nullo per k = 0,1, —2/3. Di conseguenza:
Sek#0,1, —2/3, o(A) = 4, perché I'unico minore di ordine 4 & non nullo.

2 3 1
k 1 1

oo o

1 2 3 1 La matrice ha tre righe proporzionali.
Esaminiamo k — 1: 0 1 1 1 Eliminando le ultime due si ottiene una
0o -2 -2 =2 matrice ridotta con due righe significa-

0 4 4 4 tive, quindi:

Se k=1, o(A) = 2.
—-2/3 2 3 1 La matrice ha almeno un minore
- 0 —-2/3 1 1 di ordine 3 non nullo, per esem-
Bsaminiamo k = —2/3: 0 —é —11/3 | —=1/3 | pio il determinante della matrice
0 4 4 -1 incorniciata, quindi:

Se k= —-2/3, o(A) = 3.

Per quanto riguarda la quarta colonna:

Se k #0, 1, —2/3 la matrice non ha alcuna colonna che sia combinazione lineare delle altre.
Per k =1, ¢’¢ almeno un minore non nullo di ordine 2, per esempio quello incorniciato sopra,
costituito da colonne che non comprendono la quarta.

Anche per k = —2/3, ¢’¢ un minore non nullo di ordine 3, costituito da colonne che non
comprendono la quarta, per esempio quello gia considerato in precedenza. Quindi:

Se k=1,—2/3 la 4% colonna ¢ combinazione lineare delle altre colonne, altrimenti no.

141.B. Calcoliamo il determinante di B previa qualche operazione elementare:

0 k+2 0 1 0 k+2 0 1 0 k+2 0 1
~1 0 1 k+1 -1 0 1 k+1 -1 0 1 k+1
E+1 2 -1 0 0 2 k (k+1)2 0 2 k (k+1)2
-1 2 k+1 2 0 2 k 1-k 0 0 0 —k*-3k
R3—>R3+(k+1)R2 _
Ry — Ri— Ry Ha = Re = Ry

Ora il determinante ¢ immediato sviluppando successivamente lungo la prima colonna e 1'ul-
tima riga ed & (—k? — 3k)(k + 2)k. 1l determinante & nullo per k = 0, —2, —3, quindi:
Se k # 0,—2,—3, la caratteristica & 4, perché 'unico minore di ordine 4 & non nullo.

0 2|0 1 Eliminando l'ultima riga che ¢ nulla e
Esaminiamo & — 0: — la terza riga che ¢ uguale alla prima si

1 01 1
0 2 0 1 ottiene una matrice con un minore di
00 0 O ordine due non nullo, quindi:
Se k=0, o(B) =2.
0 0 0 1 La matrice ha almeno un minore
Esaminiamo k — —92: -1 0 1|-1 di ordine 3 non nullo, per esem-
0 2|2 1 pio il determinante della matrice
0 0 0] -2 incorniciata, quindi:

Se k= -2, o(B) = 3.
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0-1 0 1 La matrice ha almeno un minore
Esaminiamo k — —3: -1 0 1|-2 di ordine 3 non nullo, per esem-
0 2 -3 4 pio il determinante della matrice

0 0 O 0 incorniciata, quindi:

Se k= -3, o(B) = 3.

Per quanto riguarda la quarta colonna:

Se k # 0, —2, —3 la matrice non ha alcuna colonna che sia combinazione lineare delle altre.
Per k = 0, ¢’¢ almeno un minore non nullo di ordine 2, per esempio quello incorniciato sopra,
costituito da colonne che non comprendono la quarta.

Per k = —2, si nota subito che C'y + Cy + C3 = 0, quindi non c’¢ alcun minore non nullo di
ordine 3 costituito da colonne che non comprendono la quarta, che pertanto non & combi-
nazione lineare delle altre.

Per kK = —3, ¢’¢ un minore non nullo di ordine 3, costituito da colonne che non comprendono
la quarta, per esempio quello gia considerato in precedenza.
Quindi:

Se k =0, —3 la 4 colonna ¢ combinazione lineare delle altre colonne, altrimenti no.

142. Guardiamo i minori 3 x 3 della matrice: Il primo (Cy, Cs,C3) ha determinante zero, per cui
a = 4
a—b =1
(ottenuto da aCy + bCy = C3) per scoprire che 4Cy + 3Cy = C5 e quindi Cq,Cy, C5 sono
ciascuna combinazione lineare delle altre due. Svolgendo un conto analogo su Ci,Cs, Cy si
scopre che 3C + 2C5 = C4. 1l determinante di C1,C5, C5 ¢ diverso da zero, pertanto Cs non
¢ combinazione lineare di C; e Cs e quindi neanche di tutte le altre, perché, se lo fosse, dalle
relazioni tra C7, Co, C3, Cy4 si dedurrebbe che C5 ¢ combinazione lineare di C7 e Cs.

una delle colonne ¢ combinazione lineare delle altre. Basta risolvere il sistema
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201. a.

202. a.

202. b.

I numeri complessi z con Re (z) > 2 sono quelli a destra della retta verticale (retta compresa).
Quelli con modulo minore di 4 sono all’interno della circonferenza di centro 0 e raggio
4 (circonferenza esclusa). Quindi l'insieme ¢ quello in grigio, arco (ed estremi dell’arco)
escluso, ma segmento (senza estremi) compreso.

I numeri complessi z tali che | z — (14 ¢) |< 3 sono quelli che nel piano hanno distanza da
1 4 ¢ minore di 3, quindi sono quelli all’interno della circonferenza di centro 1+ ¢ e raggio 3
(circonferenza esclusa).

A A
// \\ // \\\
/ \ / \
/ \ /
. \
! ' I 1+i
a. | 2 \4‘ b. [ \
T >
\ , | \ I
\ / \ /
\ / \ 3 /
N 7 N
N N 7
~o_ |- ~_ -

I numeri complessi z con Im (z) > Re (z) sono quelli al di sopra della bisettrice principale
(retta compresa). Quelli tali che | z — ¢ |= 2 sono sulla circonferenza di centro i e raggio 2.
Quindi 'insieme ¢ l’arco di circonferenza segnato (estremi compresi).

Sia 6 un argomento di z. Perché 23 sia reale occorre che Arg(z3) = kn per qualche k c.
Ma Arg(z%) = 30, quindi § = km/3 con ke. Si hanno percido i numeri di argomento
0,7/3,27/3, ..., cioe sei semirette. Dato che poi anche 0 appartiene all’insieme, le sei semi-
rette sono in pratica 'unione delle tre rette in grassetto.

n/3 n/3

\

Sia § un argomento di z. Perché iz sia reale occorre che Arg(iz%) = km per qualche k € , ma
Arg(iz3) =Arg(i)+360 = 7/2+3 6, quindi si deve avere kr = 7/2+36 cioe 0 = (kr—7/2)/3
con k e. Si hanno percio i numeri di argomento —7/6,7/6,7/2, ..., cio¢ sei semirette. Dato
che poi anche 0 appartiene all’insieme, le sei semirette sono in pratica I'unione delle tre rette
in grassetto.

Poniamo z = a + bi (a,beR). Se i +Z R, allora i +a —ib e IR, cioe a + (1 —b)i e R. Di
conseguenza si deve avere b = 1. L’insieme ¢ quindi una retta.

/6 /6
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202. c.

202. d.

202. e.

202. f.

202. g.

202. h.

Poniamo z = a + bi (a,b € R) e scriviamo (14 %) =| z |. Si ha: 1+ a — bi = va? + b2, cioe
a+14++vVa?2+b2+bi=0. Allorab=0ea+ 1+ +va?2+b>=0,cioe a+ 1+ | a |=0. Per
a > 0 si trova a = —1/2, per a < 0 non si trova niente, quindi l'insieme ¢ costituito dal solo
numero z = —1/2+0i = —1/2

Poniamo z = a+bi (a,b e R). La diseguaglianza | z+ 2% |< 9 diventa | a+ib+2a —2ib |< 9,
ciod | 3a — ib |< 9 o anche v9a2 + b2 < 9 e 9a® + b < 81. Si tratta quindi dell’interno
2 2

dellellisse - + — =1 che ha centro in 0 e semiassi di lunghezze rispettivamente 3 e 9. 1l

bordo e escluso perché la diseguaglianza e stretta.

Sono i punti che hanno distanza da —2 + ¢ minore di quella da 1 — 3¢, quindi sono situati
nel semipiano individuato dalla retta che e 'asse del segmento che ha come estremi i due

numeri complessi. Il punto medio del segmento & (=2+9) ;_ (1-30) = % —
A A g;
p -9
/ \
| \ 2+ v
—1/2 '\ /
° > d. ’ \ 3 »| € >
\ | 7
—1/2—i
\ / v
\ |/ 7/
- 7 1-3i

Sia § un argomento di z. Allora Arg(z?) = 40 e Arg(—2) = 0 + 7, quindi la condizione
richiesta & che 40 = 0 + 7w + 2kw per ke (l'uguaglianza di argomenti € sempre a meno

2k + 1
di multipli di 2kr), da cui 6 — DT

ottengono 6 = 7/3, 7,57 /3. Gli altri k forniscono argomenti equivalenti. In definitiva sono
le tre semirette dei numeri coi tre argomenti. Lo 0 non appartiene all’insieme.

. Dando a k successivamente i valori 0,1, 2, si

Sia 6 un argomento di z. Allora Arg(z°%) = 66 e il numero ib con b < 0 ha sempre argomento

2k
—m/2, quindi 69:—g+2kﬂ',ke,dacui€:— T T

1 + & In definitiva sono sei semirette.
Dato che anche 0 fa parte dell’insieme, allora sono tre rette.

Sia @ un argomento di z. Allora un argomento di 2% ¢ 6., mentre un argomento di iz2
e Arg(i) + 20 = /2 4+ 20. Affinché gli argomenti siano gli stessi, essi devono differire di
2k (k e), cioe 60 = m/2 + 20 + 2kn, da cul § = 7/8 + kn/2. Quindi i numeri z cercati
hanno come possibili argomenti 7/8,57/8,97/8,137/8 e sono situati su quattro semirette
aventi come prmo estremo 0. Dato che pero si deve avere Re (z) > 0, escludiamo le semirette
corrispondenti a § = 57/8,97/8. Inoltre, poiché | z |< 4, restringiamo le semirette al disco
di raggio 4 (bordo compreso). Escludiamo dall’insieme 0 che non ha argomento. In definitiva
si hanno due segmenti (un estremo compreso, ’altro no).

A A

/3

\J

o/ 123

/8 J) -
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203. a.

203. b.

203. c.

203. d.

203. e.

La parte reale e immaginaria sono —1 e v/3. Il modulo

e /(-1)2+ (v3)' = vi=2.

Per quanto riguarda l'argomento 6, si ha

{cos(0) = —1/2; sin(f) = /3/2} da cui § = 27/3.

Se si vuole calcolare l'argomento mediante ’arcotan-
gente, occorre tenere conto che il numero ¢ nel secondo
quadrante e quindi: 6 = arctan(v/3/(—1))+7 = 27/3

Re(z) = -1 Im(2) =3

|z]=2 0=2m/3

_ 14 (1+i)(-3-2i) —1-5i
Si ha: = =

P T T (L3 20)(—3 — 2i) 13

Da qui parte reale e parte immaginaria. Dato che il
numero € nel terzo quadrante, un’argomento si puo cal-
colare con ’arcotangente, togliendo pero 7.

Re(z) = —— Im(z):—ﬁ

-5
| z |= 0= arctan—l—ﬂ' ~ —1.768 ~ —101°

Il numero & reale negativo, quindi ha argomento 7.

Re(z) = —g Im(z) =0
|,z|:\/7§ 0=m

1 + 4 ha modulo v/2 e argomento 7/4, mentre 1 + v/3i
ha modulo 2 e argomento /3.

Pertanto il numero in questione ha modulo (v/2)°/2° e
argomento 5(m/4) — 6(mw/3) = —3mw/4 o anche I’ equiva-
lente 57 /4. Quindi:

Re(z) = !

Im (2) = 16

16

0=—-7

2| k
z|= —
4

—_
SN

Conviene eseguire i calcoli algebricamente:
i B i(1 — 24)? A4 -30
(1+2i)2  (1+2)2(1—-2)2 25 °
L’argomento puo essere calcolato con l’arcotangente
perché ci troviamo nel quarto quadrante.

Re(z) = % Im (z) =

25

| z |= 6 = arctan(—4/3) ~ —0.927 ~ —53°

z — 3
30°
r=2 21/3
_]_ ‘
‘ |
-1/13 A
z —5/13
zZ
4‘
-J/212
A
-1/16
|
z -1/16
A 4/25
3 z
-5 |
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203. f.

204. a.

204. b.

204. c.

204. d.

1/2 — v/3i/2 ha modulo 1 e argomento —7/3.

La sua potenza 40-esima ha modulo 1 e argomento
—40r/3 = =397/3 —7w/3 = 137 — /3 = —127 — 47 /3
che ¢ trigonometricamente equivalente a —4w/3 (dato
che 127 ¢ multiplo intero di 27) e anche a 27/3. Percio:

1 V3
Re(z) = —3 Im(z2) =5
[z]=1 0=—m
3

V/3+i ha modulo 2 e argomento 7/6. Quindi (v/3+14)%%°
ha argomento 6057/6 che & trigonometricamente equi-
valente a 57 /6.

1 — ¢ ha argomento —n/4. L’argomento di (1 — 4)
quindi —77/4.

i33 =32 .4 = i e ha argomento /2.

L’argomento totale & 57/6 + 7w /4 — w/2 = 257 /12 tri-
gonometricamente equivalente a 7/12.

Re (2) = 2v/2 cos (%) Im (2) = 2¢/2sin (1—7;)

™
—2V2 o="
[21=2v2 12

Te

Si ha:
(1= v30)° — (1+1)° = (2e727/3)° — (v2emi/4)° =

=293 — 23 ¢3™/2 = 5124 8i
Re(z) = —512 Im(z) =8
1
| z |= v/262208 0 = arctan <_6_4) +7

La divisione di 1726 per 3 ha quoto 575 e resto 1 da cui

1726 = 5753+ 1 e 1726 5 = 575-3% + = = 5T5m + &
che ¢ trigonometricamente equivalente a —m + /3 cioe¢

a —27/3 (0 aanche a 7 + 7/3 = 47/3). Quindi:
1 V3

Re(z):—é Im(z):—T

2
|z]=1 9:—§7r

Siscrive el T4 =¢l.¢i e questa ¢ la forma esponenziale
di un numero complesso avente come modulo e e come
argomento il coefficiente di ¢ nell’esponente di e, cioe 1
(radiante). Quindi:

Re(z) = e-cos(1) Im (z) = e-sin(1)

|z|=e 0=1

(dove per 1 si intende sempre 1 radiante e cioe circa
57°.17...)

z 8
B -—
512

A
T~
z
e |
NN

]
1 radiante
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204. e. Parte reale e parte immaginaria sono ovvie e il modulo
e 1. Per quanto riguarda l’argomento #, usando note
formule trigonometriche:

A T w 3T
s1n(g): cos(———): cos| — | =cos | —

2 5 ;
sin(f) = — cos (g>:fsin (g — g):fsin 0
Re (z) = sin(7/5) Im (z) ; cos(m/5)

[z]|=1 0=——m
10

cos(0) =

=gin [ —

205. 11 problema va risolto in maniera grafica.

10 /5

Valgano le seguenti considerazioni:

a. Il numero Z; ha lo stesso modulo di z;, ma
argomento opposto in segno. Quindi z; e
simmetrico di z; rispetto all’asse reale. B

— Il numero —z; ha lo stesso modulo di z;, ma .
argomento aumentato di 7. Quindi —z; &
simmetrico di z; rispetto all’origine.

~ Se z; = re?, allora 27! = r~'e~% quindi

21 ha lo stesso argomento di Z;, ma il suo !
modulo ¢ 1/2. B3
— Le radici seste di z; hanno argomento /2
(di poco maggiore di 1). La prima radice
0o si disegna dividendo per 6 ’argomento
di z;. Le altre cinque si disegnano per sim-
metria, dato che dividono la circonferenza

. . . . . —Z
di centro 0 e raggio v/2 in 6 parti uguali. 1

Ba

b. Per il numero zo valgono le stesse considera-
zioni fatte per z1.

— Il numero Z5 ha lo stesso modulo di z5, ma
argomento opposto in segno. Quindi Z, € sim-
metrico di zo rispetto all’asse reale.

— Il numero —z5 ha lo stesso modulo di 25, ma Bs
argomento aumentato di 7. Quindi —zs & sim- L ®

metrico di 2z rispetto all’origine. 1
— Il numero z;5 ! ha lo stesso argomento di Z,, ma
il suo modulo ¢ 2.

— Le radici seste di zo hanno argomento {/1/2
che e di poco inferiore di 1. Come argomento

di zo conviene prendere ’argomento negativo
f>. La prima radice By si puo trovare divi-
dendo 0, per 6. Le altre cinque si disegnano
per simmetria.

c. Per disegnare z; - zo occorre sommare gli ar-
gomenti di z; e di z3. Come sopra prendiamo
I’argomento negativo 05 di zo che va quindi
sottratto all’argomento positivo 61 di z;. 1l

modulo ¢ il prodotto dei moduli, cioe 1.
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206. a.

207. a.

208. a.

208. b.

208. c.

Le radici quadrate di un numero complesso sono una opposta dell’altra e pertanto:

Arg(z2) = Arg(z1) + 7. Inoltre Arg(za) = —Arg(zz). Pertanto:

Arg(z1 -Z2) = Arg(z1) + Arg(Z2) = —m. Avendo argomento —, allora z; - Zo & un numero
reale negativo.

Sia # un argomento di z. Allora z; e zo hanno lo stesso modulo r di z e argomenti che
differiscono da quello di z per 27/3 e —27/3, cioé 6 + 27/3 e 0 — 27/3. Quindi z1 - 25 ha
modulo 7% e argomento 6 + 27/3 + 6 — 2w /3 = 20. Anche 22 ha modulo 7? e argomento 26,
quindi coincidono.

Affinché zy = (/3 +14)/2 sia radice di 2" = 1, occorre che z§ = 1. Ma zy = em/6, quindi
2y = e"Ti/6 Perché sia 1 occorre che nmi/6 = 2k (k e ). Come si vede subito, cio accade
per la prima volta per n = 12.

2
Se 0 ¢ un argomento di a. Le radici decime di a hanno parte reale cos 10 W, quindi occorre
0 + 2k 0+ 2k
che per almeno un k si abbia cos + i =0, cioe +10 T ig da cui 0 = +57 — 2k.

Gli unici a con questi argomenti sono quelli reali negativi.

Scriviamo 7 in forma esponenziale: i = 1 - e(m/2)i e ‘
. . 2km
sue radici terze hanno modulo 1 e argomenti 5 + 5

con k= 0,1,2 e sono quindi:

IO
Z \Zo
_ o mif6_ Y3 i 1
0=e 2\/_2
; 3 1
=m0 = =g
221637”/2:72. Z)

Il numero —1+i ha modulo v/2 e argomento 37 /4, quindi

le soluzioni sono 2z = v/ \/§~e37r/12 +2k7/3)i ponendo
k =0,1,2 si ottiene:

20 = 2. /4

o= 3. mi/12

vy — 3. 19712

I numero —1 + 2i ha modulo /5. L’argomento ¢
un angolo non notevole che si puo calcolare come
0 = arctan(—2) + 7, quindi le soluzioni sono

ZE = \ \/5-6(9/3+2kﬂ-/3)i per k=0,1,2

Il disegno si puo ottenere dividendo “in qualche modo”
per 3 I'angolo 0 e quindi ottenendo zy. Le altre due si
ottengono per simmetria dato che dividono la circonfe-
renza di centro 0 e raggio v/5 ~ 1.3 in 3 parti uguali.
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208. d.

208. e.

208. f.

208. g.

208. h.

Si pone u = z + i e si ottiene I'equazione u® = i, gia

risolta all’esercizio 08.a. Dato che z = u — i, le soluzioni
sono quelle dell’equazione suddetta a cui ¢ stato pero
sottratto i.

zZ0 =

zZ1 = — s 22:—2’i

| S

N | .

[\
S
DN | .

Il numero 1+ ha modulo v/2 e aygomento /4, il numero
(1+14)3 ha quindi modulo (\/ﬁ)3 e argomento 37 /4. Le
soluzioni dell’equazione hanno pertanto modulo v/2 e
argomento 37/12 + 2kw/3 per k = 0,1,2. Per k = 0 si
ottiene ovviamente 1+ i. Le soluzioni sono:

=140, 2z = /2ellTi/12 2y = /26 1971/12

Si scrive 22(22 —4) = 0. Quindi due radici del polinomio
z* —i22 sono 0 le altre sono le radici quadrate di i che
ha modulo 1 e argomento 7/2 e sono quindi +e/4 I
conclusione si ha:
—1—1

V2

1414
V2

20=21=0 , 2= , 23 =

Si scrive z(2* — 1) = 0, quindi quattro delle soluzioni
sono le radici quarte dell'unita che sono +1 e +i, la
quinta soluzione & 0.

zo=1,21=1, 20=—1,23=—1, 24=0

Dato che il numero 8 ha modulo 8 e argomento 7/2,
le sue radici quadrate hanno modulo /8 = 2v/2 e ar-

2k
gomenti % + Tﬂ- per k = 0,1, cioé w/4 e 57/4 e sono
quindi:

2V2e™/t =24+ 21 2¢/2e5TVt = (2 + 24)

Z3
Z;
Zy Z4 Zy
—
Z3
AA, 2+2i
2
L
P
5 ?
-2-2i
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208. i.

208. j.

208. k.

209. a.

209. b.

Si usa la nota formula risolutiva dell’equazione di se-

—b+ €1,2

condo grado 212 = , dove con €72 si inten-

a
dono le due radici quadrate di b2 — 4ac. In questo caso
b? —4ac = 8i le cui radici quadrate sono +(2+2i), come
visto nel problema precedente. Le soluzioni dell’equa-
zione sono pertanto:

Zo=1 , zn=2—1

Dato che 1 = €°, I’equazione pud essere scritta come
e* =" Dacui z =0+ 2k7i (k ¢ ) per la nota periodi-
cita dell’esponenziale complesso.

Le soluzioni sono quindi infinite e sono z, = 2kmi (k €).
Si ha zg = 0 e gli altri numeri sono puramente immagi-
nari:

z1 = 211

Z_1 = —2m z9 = 4m etc.

Dato che —1 = €™, l’equazione pud essere scritta come
e* =e™. Da cui z = mi + 2kmi (k € ) per la periodicita
dell’esponenziale complesso.

Le soluzioni sono quindi z, = (2k + 1)mi (k<). Sono
tutti numeri puramente immaginari:

Zo = T z1 = 31t Z_1 = —mi z9 = bt etc.

Si usa la formula risolutiva dell’equazione di secondo

—b+ €1,2

grado z12 = , dove, con €12 si intendono le

due radici quadrate di b — 4ac. Si pud calcolare che
b? — dac = 4 — 4/3i e che le sue radici quadrate sono
:l:(\/é — z\/§) Le soluzioni dell’equazione sono allora:

210 = +/1/2 4 (£/3/2 = 1)i

Scriviamo tutto in forma esponenziale:
5 (\/g + i)6 _ (Qem/6)6 _

(1 +Z)’L \/Eewi/4,67ri/2
T =T[4 =72 _ 911/2,mi/4

26
=—e€

Quindi le soluzioni sono:
20 = ol1/6 . mi/12

2, = 211/6 . 9mi/12
2y = 211/6 177i/12

oy = 911/6  mi/12 + 2ki/3
k=0,1,2

Z3

o

Zy

Z,

Z

J1/2
—-/3/2-1

/12
RS
O

VA
Z2 / o1t
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209. c. Scriviamo e* = 0 come e®™* = 0 (a,belR). Allora e®-¢e* = 0 . Dato che a IR, allora,
com’e noto, si ha sempre e # 0. Inoltre e = cos(b) + isin(b) e non esiste b € IR che abbia
seno e coseno entrambi nulli. Quindi anche e & sempre diverso da 0. Quindi I'equazione

209. d.

209. e.

209. f.

209. g.

209. h.

non ha soluzioni.

Si ha: (v2/2)(1 +1) = €™/, da cui e = e™/4
Per la periodicita dell’esponenziale:

2 = (/4 + 2km)i (ke)

Si scrive e* = ﬂemﬂl o anche e = eln(\/ﬁ) +mi/4,
Le soluzioni sono le stesse della precedente equazione
traslate di In(v/2) = 1/21n(2)

1/2In(2) + (w/4 + 2km)i (ke).

2
Si scrive e = eO, da cui, per la periodicita dell’espo-

nenziale, si ha 22 = 0 + 2kmi o 22 = 2k7wi . Bisogna
distinguere tra k > 0 (per cui 2kmi ha argomento 7/2
e modulo 2km) e k < 0 (per cui 2kmi ha argomento
3m/2 e modulo —2kw). Le radici quadrate di ¢ sono
+(1414)/v/2), quelle di —i sono +(—1+1)/+/2). Le so-
luzioni sono percio:

+VET(1+14) (ket)  £vV—kn(=1+14) (ke™).

Inoltre (per k = 0) anche 0 & soluzione.

Si ha 22 + 2z + 1 = 2kmi ; la formula risolutiva dell’e-
quazione di secondo grado fornisce z = —1 + &1 2 dove
€1,2 sono le radici quadrate di 2k7i ; il resto e come
nell’equazione precedente. Le soluzioni sono pertanto le
stesse della precedente equazione traslate di —1:

1+ Vkr(1+i) (ket) —1+vV—=kr(1—1i)(ke™)

Anche —1 ¢ soluzione.

L’equazione non ha ulteriori soluzioni complesse oltre
alle ben note soluzioni reali: kr (k €).

2n
k» n/4
;o
A
2n °
it
— -
/4 °
* (12)In(2)
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209.

211.

212.

213.

214.

215.

216.

217.

218.

219.

220.

i. cos(z) = % dacui e +e =4 ¢+ e% =4
€?* — 4¢* +1 = 0. Ponendo y = ¢%* e risolvendo l'e-
quazione di secondo grado in y si trova e* = 2 4 /3. In2+/3)
I numeri 2+ /3 sono reali e positivi, la loro forma espo- an
nenziale ¢ 2 ++/3 = (2++/3)e’, quindi €* = (24 v/3)e’ . . ./7.
o anche e* = eMCEV3) da cui iz = In(2 4+ v/3) + 2kmi _ L
(k c ) . . e o
In definitiva, le soluzioni sono:
—iln(2 £V3) + 2k7 (ke). In2-/3)

Perché abbia le radici 4 e 5/7 deve essere multiplo di  — 4 e di x — 5/7. Per esempio P(x) =

(x —4)(x — 5/7) soddisfa la richiesta.

Se P(x) ha le radici 1 e 2 e grado due, allora deve avere come fattori i polinomi x — 1 e x — 2,

quindi deve potersi scrivere come P(z) = Q(z)(xz — 1)(z — 2). Perché abbia grado 2, occorre

che @ abbia grado 1, cioé che sia una costante a; quindi P(z) = a(x — 1)(z — 2). Sostituendo
1

0 a z si ottiene 1 = 2a, quindi P(z) = 5(93 —1)(z —2)

Siano P(z) = ag + a1 + - - - + apz™ Q(z) =ao+a1x + - + apz™. Allora:

Sen >m, (P+Q)(z) = (ap + by) + ---a™a™ e ha grado n.

Sem >n, (P+Q)(x) = (ap+bo) +---a™a™ e ha grado m.

Sem=n, (P+Q)(x) = (ap+by) +---(a™ +b")z™. Se a™ 4+ b™ # 0 il grado & n, altrimenti &

inferiore, in ogni caso e deg(P + Q) < m e deg(P + Q) < n, ciod deg(P + Q) < max{m,n}

Si ha: (P-Q)(x) = (apbo) + (aghy + aibo)x + -+ + apbypz™™™, quindi P-Q ha grado m + n,

dato che che a,, # 0 e b,, # 0.

Dato che il polinomio ™ — z ha esattamente le radici zg, 21, ..., 2n_1, allora lo si decompone

come: 2" —z=(x—2z9) (¥ — 2p_1)-

Nel secondo membro, il coefficiente di 2"~ !, come si puo calcolare, ¢ zg + - - + 2,1, mentre

nel primo membro il coefficiente di z"~! & ovviamente 0 da cui 'uguaglianza cercata.

Dividiamo il polinomio per x — 1. Si trova come resto 0. Questo prova che 1 e radice. Il
quoziente & il polinomio 222 — 52 — 3 che ha come radici 3 e —1/2. Queste sono dunque le altre
due radici del polinomio.

Dato che P(z) deve avere coefficienti reali, allora deve avere come radici anche 1 — i e —i.
Avendo gia quattro radici, ha grado quattro, il minimo possibile, ed e:

P(z)=alzx —1+i)(z —1—i)(z —4)(x +1i) o meglio P(z) = a(z? =22 +2)(2* +1) acR
Perché sia P(1) = 3 occorre P(1) =a(l —2+42)(14+1) =3 da cui a = 3/2

Allora: P(x) = 3/2(x? — 22 + 2)(2? + 1).

Dato che P(x) ha coefficienti complessi, non & necessario che abbia come radici anche i coniugati
diie 1+ 14, quindi: Plz)=alz—1—-d)(z—i) acC

Perché sia P(1) = 3 occorre che P(1) = a(—i)(1 — i) = 3 da cui:

3 3-(=1+1i
—1—4 (=1—=4)(-1+19) 2 2

Allora: P(x) = (=3/243i/2)(x — 1 —i)(z — 7).

Per avere coeflicienti reali, il polinomio deve avere come radice anche 1 — i e per avere grado
3 deve avere anche una terza radice per esempio 1. Quindi possiamo prendere il polinomio
Pr)=@—-1+id(z-1-i)(z—1)=((z—-1)2+1)(z—1) = (22 =22+ 2)(z — 1).

Dovra essere P(x) = (x — 1 — i)(z — 1 + 9)Q(z); inoltre P(i) = (1 — 2i)Q(#) = 1 da cui
Q@) = (1/5) + (2/5)i. Quindi Q(x) non pud avere grado 0, perché deve essere reale. Per
esempio si puod porre Q(z) = (2/5)z + (1/5) per cui P(x) = ((2/5)z + (1/5))(z* — 2z + 2).
Essendo i polinomi a coeflicienti reali, deve essere possibile decomporli in fattori di grado 1 e
di grado 2 con discriminante negativo:
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1+7 1—1 —1—|—z —1—1

V2 VR VR e

a. #*+1 ha come radici le radici quarte di —1 che sono: (a due

a due coniugate),l quindzi si ha: 1 i 1 i 1 i
9”4“(95275752‘@75*75)2' (“ﬁ?)‘(“ﬁﬁ)
(x—%) - (%) ] (m—#%) - <£> ] = (22— V2r+1) (22 +V22+1)

b. 2242244 ¢ un polinomio di grado due con discriminante negativo, quindi non & ulteriormente

scomponibile.

c. 2° — 1 ha come radici le radici quinte dell’unitd che sono A
1,e1,€9,81,82. Si ha percio: .
2 —1=(x—1)(z—¢e1)(z—21) (2 —e2)(x —&2) quindi la decom- 2 !
posizione & (x—1)(2% — (e1+81)x+2181) (22 — (62 +82)w +£252). 1
Dato che, come si calcola subito, si ha:
g1 = cos(2m/5) 4 isin(27/5) g9 = cos(4m/5) + isin(4n/5)
allora la decomposizione in fattori reali e: Ez €
25— 1= (z —1)(2? — 2z cos(2m/5) + 1)(2? — 2z cos(47/5) + 1)

d. Siha: 25 — 2% = 22(2* — 1) = 2%(2% — 1)(2? + 1). 1l polinomio 22 + 1 non & ulteriormente
scomponibile, quindi:
20— =x-x(x - 1D(x+1)(2%+1)
221. Le radici ventisettesime di un numero reale positivo sono ventisette: una reale e ventisei a due
a due complesse coniugate per cui 227 — 3 ha quattordici fattori reali: tredici di grado 2 e uno
di grado 1.

222. Si ha P(z) = ag(x — 21)*™ -+ (x — 2,)*™ per cui P(x) ¢ il quadrato del polinomio a(x —
x1)™ - (x — x,)™ (a una delle due radici quadrate di ag). Se P(z) e R|[z], 'ipotesi & che il
coefficiente direttivo sia positivo. Non occorrono ipotesi sulle radici.

223. a. Si, per esempio P(z) = x — ix.

b. Si, per esempio P(r) = ix? — ix.
c. Si, per esempio P(x) = (x —i)(z +1)2.
d. No, ogni potenza di un numero reale ¢ reale.

224. Chiamiamo P(x) il polinomio. Il numero 1 ¢ radice di P(x) perché si ha:

P1)=1-5+10—-10+5—-1+1-446-44+1=0

Calcoliamo le derivate del polinomio e sostituiamo 1:

P'(z) = 112'° — 502° + 902® — 8027 + 352 — 625 + 5 — 1623 + 1822 — 8z + 1
P'(1)=11-504+90—-80+35—-6+5—16+18—-8+1=0

P"(x) = 1102° — 4502% 4 72027 — 56025 + 21025 — 302* 4 202% — 4822 + 362 — 8
P"(1) = 110 — 450 4+ 720 — 560 + 210 —30 +20 — 48 + 36 —8 =0

P"(z) = 9902% — 360027 + 504025 — 336025 + 10502* — 12023 + 6022 — 962 + 36
P""(1) =990 — 3600 + 5040 — 3360 + 1050 — 120 + 60 — 96 + 36 = 0

PV (z) = 792027 — 252002° + 302402° — 168002 + 42002° — 36022 + 120z — 96
PIV(1) = 7920 — 25200 + 30240 — 16800 + 4200 — 360 + 120 — 96 = 24 # 0

Quindi la molteplicita & 4.

225. Affinché i sia radice di P(z) occorre che P(i) = 0, cio¢ che: i3t —2i% + ai +b=0.
Affinché i abbia molteplicita almeno 2 occorre che P’(i) = 0.
Dato che P'(z) = 3123° — 102* + a, occorre che 31430 —10-i* +a = 0.
Ma 3! = —i , > =4, 430 = —1 e i* = 1, quindi le due condizioni diventano:
—3i4+ai+b=0 . . ) a=41
{ 4l ta=0 Si calcola subito che: { b— 38
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301.

302.

302.

303.

a. Scriviamo a(1,1,0) + b(0,1,1) + ¢(1,2,1) = (0,0,0). Si ottiene I'eguaglianza
(a+c,a+b+2c, b+c¢)=(0,0,0)dacui{a+c=0, a+b+2c=0, b+c=0}. Questo e
un sistema lineare omogeneo 3 x 3 nelle incognite a, b, ¢ che ha come matrice dei coefficienti
quella sotto, che ¢ anche la matrice delle coordinate dei tre vettori.

Mediante ’algoritmo gaussiano, si puod constatare che il sistema ha oo! so- 1 0 1
luzioni non banali (—¢, —c¢,¢). Per esempioa =1, b=1, ¢ = —1 da cui 1 1 2
1(1,1,0) + 1(0,1,1) — 1(1,2,1) = (0,0, 0). 01 1

Se prendiamo un’altra soluzione, per esempio a = 2, b = 2, ¢ = —2 otteniamo un’altra
combinazione.

b. Come nel precedente caso occorre studiare un sistema lineare omogeneo la

cui matrice dei coefficienti e la matrice delle coordinate dei tre vettori. Le 1 4 7
soluzioni sono (¢, —2¢,¢). Per esempio per a = 1,b = —2, ¢ = 1 si ha: 2 5 8
1(1,2,3) — 2(4,5,6) + 1(7,8,9) = (0,0,0). Un’altra combinazione lineare si \ 3 6 9

ottiene per esempio raddoppiando i coefficienti.

c. Sono linearmente dipendenti perché uno di essi ¢ nullo. Una combinazione lineare e evi-
dente ed ¢ per esempio: 0(1,4,5) 4+ 0(2,3,—1) 4+ 1(0,0,0) = (0,0,0). Un’altra ¢ quella con
coefficienti 0, 0, 2.

d. Sono linearmente dipendenti perché il terzo vettore ¢ multiplo del primo per il coefficiente 7,
quindi una combinazione lineare & 7(1,m,0) 4+ 0(10%, 7,2) — 1(7, 72,0) = (0,0,0). Un’altra
e quella con coefficienti 27, 0, —2.

e. Sono linearmente dipendenti perché il secondo vettore € il primo moltiplicato per i, quindi
una combinazione lineare ¢ i(1,7,0) — (¢, —1,0) + 0(0,0,4) = (0,0,0). Un’altra combinazione
lineare & (1,4,0) +4(¢,—1,0) + 0(0,0,7) = (0,0, 0) ottenuta moltiplicando la prima per —i.

f. Come nel primo caso occorre studiare un sistema lineare omogeneo la cui
matrice dei coefficienti e la matrice delle coordinate dei tre vettori.

Le soluzioni sono ((% — %z) c, (% — %z) c, c>, quindi per ¢ = 1: 1 ; 1
1 1. . 1 1, 1 -1 0
<§ — 51) (1,4,1) 4+ (5 — 52) (i,1,—1) 4+ (1,1,0) = (0,0,0)
Oppure (ponendo ¢ = 1+44) (1,4,1) + (4,1,—1) — (1 +4)(1,1,0) = (0,0,0)
a. Scriviamo (1,2,0) = a(1,0,0) + b(0,1,0) + ¢(1,1,0) l=a+c
cioe (1,2,0) = (a+ ¢, b+ ¢, 0). Da cui il sistema lineare 3 x 3 in (a,b, ¢): 2=b+c
Il sistema ha le oo! soluzioni (1 —c, 2 — ¢, ¢), tra le quali: 0=0
a=1,b=2,c¢=0  dacui:  (1,2,0)=1(1,0,0) +2(0,1,0) + 0(1, 1,0)
Un’altra soluzione e
a=0,b=1,c=1 da cui: (1,2,0) = 0(1,0,0) + 1(0,1,0) + 1(1,1,0)

b. Possiamo innanzitutto osservare che i tre sono vettori sono linearmente indipendenti in
quanto la matrice formata dalle loro coordinate ha determinante diverso da 0. Tre vettori
linearmente indipendenti in IR® ne costituiscono una base. Pertanto (1,1,1) puo esprimersi
in un solo modo come loro combinazione lineare.

Scriviamo (1,1,1) = a(1,1,0) +b(0,1,1) + ¢(1,0,1). Si ottiene il sistema 1 = a+ec
3 x 3 in (a,b, ¢) che ha un’unica soluzione: a =1/2, b=1/2, ¢ =1/2 1 = a+b
Quindi: (1,1,1) = 1/2(1,1,0) + 1/2(0,1,1) + 1/2(1,0,1) 1 = b+e

Scriviamo a(1,2,1) +b(1,0,1) 4+ ¢(1,1,1) +d(0,1,2) = (0,0,0). Questo ¢ un sistema omogeneo
la cui matrice dei coefficienti ¢ formata dalle coordinate dei quattro vettori:

Lo Ry — Ry — Ry 1 L o ool soluzioni:
20 LR 0 2 ) — T e e )
111 2)'" 37N\ g 0 0 2 €[4, =¢C[4, €

Per esempio per ¢ = —2 si ha (1,2,1) + (1,0,1) — 2(1,1,1) + 0(0,1,2) = (0,0,0).
Dall’eguaglianza si ricava subito che ciascuno dei primi tre € combinazione lineare dei rimanenti:
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304.

305.

306.

(1L2.1) = ~(L0.1) 200,11 000,12

(1,0,1) = =(1,2,1) +2(1,1,1) + 0(0, 1,2)

(1 1,1) 1/2(1,2, 1) +1/2(1,0,1) + 0(0, 1, 2)

Ma (0, 1,2) non lo & perché se fosse x(1,2,1) + y(1,0,1) + 2(1,1,1) = (0, 1,2), si ricaverebbe:
{J;—l—y—i—z—O 2r+z=1 x+y+z=2} e questo sistema 3 x 3 non ha soluzioni.

Altro modo: la matrice a lato ha caratteristica 3, ma 1'unico 1 110
minore 3 X 3 ricavabile dalle prime tre colonne ha determinante 2 0 1 1
0, per cui (0,1,2) non & combinazione lineare dei rimanenti. 1 1 1 2

a. Se fosse a(1,0,0) +b(0,1,1) +¢(0,0,1) = (0,0,0), allora si avrebbe: (a, b, b+c¢) = (0,0,0)
dacuia=b=c=0.
Dato che sono tre vettori linearmente indipendenti nello spazio IR® che ha dimensione 3,
costituiscono gia base.

b. Si puo procedere come nel caso precedente, oppure considerare la matrice

delle coordinate dei vettori che ha determinante diverso da 0.
Come sopra, 3 vettori linearmente indipendenti in IR® costituiscono gia base.

— =
O =N
S O ot

c. E linearmente indipendente perché ¢ diverso da 0.
Per completarlo a base possiamo usare due vettori della base canonica.
Per esempio (0,1,1),(1,0,0), (0,1,0) & una base di IR® perché si tratta di tre vettori linear-
mente indipendenti in IR® (basta guardare la matrice delle loro coordinate).

d. T due vettori sono linearmente indipendenti perché sono due e non proporzionali.
Una base di €% & per esempio (0,1,1),(0,7,4), (1,0,0) perché si tratta di tre vettori linear-
mente indipendenti in €* (basta guardare la matrice delle loro coordinate).

e. I due vettori sono linearmente indipendenti perché sono due e non proporzionali.
Dato che sono due vettori linearmente indipendenti in €2 che ha dimensione 2, costituiscono
gia base

o 00 10 20 00\ .. (b+2c 0 (00
f. Scriviamo a<11)+b<02)+ (11) (OO)' Si ha: <a+c a+2b+c> = (00)

da cui il sistema lineare omogeneo a lato che ha la sola soluzione b+2c=0
a=b=c=0. a+c=0
Per completare a base possiamo usare un vettore della base “canoni- a+2+c=0
ca” di Msy per esempio <8(1)) I quattro vettori sono linearmente 01 2 0
indipendenti perché non e zero il determinante della matrice delle 00 01
coordinate rispetto alla base “canonica” di Mo in cui ogni colonna e 10 10

1 2 1 0

data da una delle quattro matrici 2 x 2 “appiattita” per righe.
Sommando i primi due si ottiene 2u, quindi una combinazione ¢ per esempio
1 1
§(u+v)+§(u—v)—|—0-v
Un’altra possibilita & quella di sottrarre il terzo del primo: u = 1(u+ v) + 0(u —v) — 1-v.
Scriviamo in generale u = a(u + v) + b(u — v) + cv. Si ottiene u = (a + b)u + (a — b + c)v.
Ogni scelta di a, b, ¢ tale che a — b+ ¢ = 0 da una combinazione lineare come quella richiesta.
Esistono pertanto infiniti modi .

u =

I vettori sono linearmente dipendenti perché 4 vettori in uno spazio di dimensione 3 lo sono
sempre.
Cerchiamo a, b, ¢, d non tutti nulli tali che a(1,0,1)+b(1,1,2)+¢(1,2,3)+d(—1,2,1) = (0,0,0).

Ne risulta il sistema omogeneo in (a, b, ¢, d) che ha A come matrice

1 1 1 -1
dei coefficienti. A & anche la matrice delle coordinate dei vettori. A— 0 1 2 9
Il sistema ha le oo? soluzioni (¢ +3d , —2¢ —2d , ¢, d) con cui 1 2 3 1

si possono scrivere tutte le relazioni lineari tra i 4 vettori.

Il sistema ha 0o? soluzioni perché la matrice ha caratteristica 2. Questo prova che lo spazio da
essi generato ha dimensione 2. Quindi occorre scartare due vettori. Dato che e possibile ricavare
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307.

308.

310.

311.

minori non nulli di ordine 2 da ogni coppia di colonne della matrice, allora e possibile scartare
due qualunque dei quattro vettori e i restanti due saranno sempre linearmente indipendenti.

a. Per ipotesi & possibile scrivere au + bv 4+ cw = 0 con a,b,c non tutti nulli. Allora ¢ # 0
(altrimenti si avrebbe au+bv = 0 con a, b non tutti nulli). Pertanto w = (—a/c)u+(—b/c)v.

b. Controesempio: u # 0 qualunque, v = 2u e w linearmente indipendente con u. Chiaramente
w non e combinazione lineare di u e v.

c. Se fosse a(u—v)+b(u+v)+c(v+w) =0 allora (a+b)u+ (—a+b+c)v+cw = 0 e dato che
u, v, w sono linearmente indipendenti allora (a + b) = (—a + b+ ¢) = ¢ = 0, sistema lineare
omogeneo che ha la sola soluzione a = b =c = 0.

d. Per ipotesi ¢ possibile trovare a, b, ¢ non tutti nulli tali che au + bv + cw = 0.

Cerchiamo ora x, y, z tali che z(u—v)+y(u+v)+z(v+w) = 0 uguaglianza che, riordinando,
si puo scrivere (z+y)u—+ (—z+y+2)v+ zw = 0.

Possiamo quindi scegliere {x +y=a , —x+4+y+2z=0>0 , 2z=c}. Questo ¢ un sistema
lineare 3 x 3 in (z,y, ). Risolvendolo si trova z = (a —b+¢)/2, y=(a+b—¢)/2, z =c.
Dato che il sistema non & omogeneo (a,b, ¢ sono non tutti nulli) & chiaro che anche z,y, z
sono non tutti nulli e quindi abbiamo la combinazione lineare cercata.

e. Per ipotesi ogni vettore z ¢ V' si puo scrivere come z = au + bv + cw ; con conto simile al
precedente si trova: z = ((a —b+¢)/2)(u —v) + ((a+b—¢)/2)(u+ v) + c(v + w).

Vediamo se ¢ possibile trovare z e y non entrambi nulli tali che z(au 4 bv) + y(cu + dv) = 0,

cioe¢ (za + yc)u + (xb + yd)v = 0.

Poiché u, v sono linearmente indipendenti, cio e possibile se e solo se il sistema omogeneo
za+yc=0 ab

{(Eb +yd=0 cd

dipendenti se e solo se ad — bc = 0.

ha soluzioni non banali cioe se e solo se det ( ) = 0. Quindi sono linearmente

a. No: per esempio (1,0), (0,1) appartengono a V', ma la loro somma no.

b. No: per esempio (1,0,0) appartiene a V, ma v/2 (1,0, 0) no.

c. No, perché anche se V' ¢ definito da un sistema lineare, il sistema non ¢ omogeneo. Per
esempio (0,0,0) non sta in V.

d. Si: la dipendenza lineare di un qualunque insieme di vettori & sempre sottospazio.
Scartando (0,0,0) i due che rimangono (1,1,0),(0,2,1) sono ancora generatori per V ed
essendo linearmente indipendenti, in quanto due e non proporzionali, formano una base.

e. No: due soli vettori non possono formare un sottospazio

f. Si, e insieme delle soluzioni di un sistema omogeneo.

Le soluzioni sono 0o? e sono (32 —t, 2 —t/3, z, t) e si puod scrivere
Bz—t,z—t/3,2z,t)=2(3,1,1,0)+¢t(-1, -1/3,0, 1).

I due vettori (3, 1,1,0), (-1, —1/3, 0, 1) sono quindi generatori per V ed essendo
linearmente indipendenti, in quanto due e non proporzionali, formano una base.

g. T vettori di V si possono scrivere come: (a —b, a+2b, 3b) = a(1,1,0) 4+ b(—1,2,3) e quindi
Ve L{(1,1,0),(—1,2,3)} che & sempre sottospazio.

I due vettori (1,1,0), (—1,2,3) sono generatori per V per definizione di L{ } ed essendo
linearmente indipendenti, in quanto due e non proporzionali, formano una base.

h. Si: e I'insieme delle soluzioni di un sistema lineare omogeneo.

I vettori sono tutti multipli di (¢, 1) che quindi forma una base per V.

i. No: per esempio (1,1),(2,4) stanno in V, ma la loro somma no.

j- No: Per esempio ( 8 (1) ) e < (1) 8 ) stanno in V', ma la loro somma no.

Le verifiche del fatto che sono sottospazi sono di routine. A titolo di esempio proviamo che le
matrici simmetriche formano sottospazio:

Se A e B sono simmetriche, allora a;; = a;; e bjj = b;; per ogni 4, j. Quindi dato che ’elemento
(t,j)-esimo di A+ B & a;; +b;j si ha a;; +b;j = aj; +b;; e A+ B & simmetrica. Analogamente
per AA. Esempi di basi sono:
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100 010 001 000 000 000
a. <(1)8> (8(1)) (?é) 000 100 000 001 010 000
000 000 100 010 000 001

b. Si osservi che nelle matrici antisimmetriche la diagonale principale € nulla. Basi per i sotto-
spazi sono per esempio:

0-1 0-10 00-1 00 0
(1 0) 1 00 00 O 00-1

0 00 10 0 01 0

100 000 000
c. ((1)8> (8(1)) 000 010 000
000 000 001
d. Diamo esempi di basi solo per le triangolari superiori (le altre sono analoghe)
10 01 00 100 010 001 000 000 000
(00> (00) (01) 000 000 000 010 001 000
000 000 000 000 000 001
e. Si osservi che nelle matrici hermitiane la diagonale principale ¢ reale. Come basi possiamo
prlegdereo'o 01\ fo_iy (L00Y [000Y 7010\ /00 /001 / 00i etc.
<OO) (01> (10) (z 0) 000 010 100 —i00 000 000 ] (9 el(?—
000 000 000 000 100 —7 00/ menti)
312. T tre vettori sono linearmente dipendenti, dato che il determinante della matrice delle coor-
dinate dei tre vettori e nullo. Per avere una base occorre scartarne qualcuno. Per esempio
scartando il terzo si trovano (1,1,0), (1,3,2) che, essendo linearmente indipendenti, in quanto

due e non proporzionali, formano una base. Analogamente scartando il secondo si ha la base
(1,1,0),(0,1,1).

313. E possibile completare a base la successione dei due vettori perché essi sono linearmente indi-
pendenti, in quanto due e non proporzionali. Per completare usando vettori della base canonica
occorre sempre verificare che i 4 vettori siano linearmente indipendenti, cosa che si puo fare
scrivendo la matrice 4 x 4 delle loro coordinate e verificando che abbia determinante diverso
da zero. Due modi corretti sono
(1,0,-1,1),(2,0,1,-1),(0,1,0,0),(0,0,1,0)
(1,0,-1,1),(2,0,1,-1),(0,1,0,0),(0,0,0,1)
Due modi non leciti sono invece:
(1,0,-1,1),(2,0,1,-1),(1,0,0,0),(0,1,0,0)
(1,0,-1,1),(2,0,1,-1),(1,0,0,0),(0,0,1,0)
perché i quattro vettori sono linearmente dipendenti.

314. a. Il sistema che definisce V; ha oo® soluzioni che sono ((3/2)z, —(3/2)z, 2) (z e R). Quindi
dim(V7) = 1 e una base per V; & per esempio (3, —3,2).
Un sistema di generatori che non sia base & per esempio il seguente: (3, —3,2), (6, —6,4).

b. 1l sistema che definisce Va ha 0o? soluzioni che sono (—2y + 2z, v, 2) (y,zeR). Quindi

dim(V3) = 2 e una base per V3 & per esempio (2,—1,0),(1,0,1).
Un sistema di generatori che non sia base & per esempio il seguente: (2, —1,0),(1,0,1),(1,1,3)
ottenuto aggiungendo ai due vettori della base un qualunque altro vettore di V5, per esempio
il vettore (1,1,3) = —(2,—-1,0) + 3(1,0,1).

315. I vettori di W sono a(1,2,0,0) +b(0,1,0,1) = (a,2a+b,0,b) al variare di a,b e IR. Per vedere
se uno di essi sta in Vi, occorre vedere se soddisfa l’equazione omogenea che definisce Vi:
a+2(2a+0b)+2(b) =0 da cui 5a+4b = 0. Per esempio per a = 4, b = —5 si ottiene il vettore
(4,3,0,—5) di W che sta anche in V.

316. V ha dimensione 3 perché 3 & la caratteristica della matrice delle
coordinate dei quattro vettori che lo generano. Dato che il terzo vettore
¢ somma dei primi due, € possibile estrarre una base per V eliminando
il primo o il secondo o il terzo vettore, ma non il quarto.

_ O N =
N = OO
e
OO = =
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317. B & base perché la matrice 3x 3 delle coordinate dei vettori ha determinante diverso da 1
zero. Scriviamo v = a(1,1,0)45(0,2,1)4¢(0,0,2). Allora (1,2,1) = (a,a+2b,b+2c) 1/2
ciot: (1=a , 2=a+2b , 1=>b+2¢). Risolvendo il sistema lineare in (a, b, ¢) 1/4
sitrova: a =1 b=1/2 c¢=1/4. Quindi vg ¢ la matrice a lato.
Esiste poi certamente un vettore di coordinate [1 2 3]7 ed & ovviamente il vettore
v=1(1,1,0)+2(0,2,1) + 3 (0,0,2) = (1,5,8).

318. Osserviamo innanzitutto che W ha dimensione 2 dato che la base fornita (¢ una base perché
si tratta di due vettori non proporzionali) & formata da due vettori.

a. Per avere un’altra base possiamo per esempio prima sommare e poi sottrarre i due vettori; si
ottengono i due vettori (1,3,—1),(1,1,1) che formano una base di W (che chiamiamo B;,)
perché son due vettori linearmente indipendenti in uno spazio di dimensione 2.

b. Per vedere se v e W si scrive: (1,0,2) = a(1,2,0) + b(0,1,—1). Questo ¢ un sistema lineare
3 x 2 che ha la soluzione a = 1, b = —2. Da qui si deduce che v e W. Analogamente il
sistema lineare (0,1,2) = a(1,2,0) + b(0,1, —1) non ha soluzioni e quindi w ¢ W.

Usando la soluzione del primo sistema lineare si pud scrivere (1,0,2) = 1(1,2,0)—2(0, 1, —1).

_é . Per avere quella rispetto a By
si risolve il sistema (1,0,2) = a(1,3,—1) 4+ b(1,1,1) che ha la soluzione a = —1/2, b = 3/2.
La matrice delle coordinate di v rispetto a By ¢ quindi <_:1,)§§)

c. Sia By : wy, we. Occorre che (1,0,2) = 1-wy 4+ 0-we, quindi w; = (1,0,2). Completiamo
wy a base di W mediante un altro vettore di W, per esempio con wy = (0,1, —1) e abbiamo
la base richiesta.

Quindi la matrice delle coordinate di v rispetto a B e

319. a. Siha: dim(W) = o(A) dove A ¢ la matrice delle coordinate dei quattro vettori che generano
W. Per calcolare la caratteristica di A la riduciamo:

1 0 3 1 10 3 1 R o R 1 0 3 1
2 2 2 1 |Ry—Ry=2R | 0 2 4 —1 |, er+43R 0-1 2 1
2 3 0 1 |Ri—Rs—2R,| 0 3 -6 -2 R3_>R5+2R2 00 0 1
0-1 2 1 0-1 2 1 ) ™7™ 2\ 0 0 0 1

Eliminiamo R, identica a Rj: ora A ¢ ridotta con 3 pivot. Quindi p(A) = 3 e dim(W) = 3.
Per avere una base occorre scartare uno dei quattro generatori.

Dato che la sottomatrice inquadrata ha determinante diverso da 0, e 1 0|31
possibile scartare per esempio il terzo e i tre che restano sono linear- 2 2121
mente indipendenti. Da qui si ricava la base: 2 3|01

B:(1,2,2,0),(0,2,3,—-1),(1,1,1,1) 0 -1 2 1

Osserviamo che non ¢ possibile scartare il quarto, perché nessuna delle sottomatrici costituite
dalle prime tre colonne ha determinante diverso da 0.
I vettori di W sono le combinazioni lineari dei vettori di B, cioe i vettori del tipo

a(1,2,2,0) + 5(0,2,3,—-1) + ¢(1,1,1,1) = (a+¢c, 2a+2b+c, 2a+3b+ ¢, —b+c)
b. Avendo ricavato una base per W, un modo di verificare le appartenenze a W ¢ quello di

controllare se ¢ nullo il determinante della matrice 4 x 4 formata con le coordinate dei tre
vettori che generano W e del vettore in questione. Scritte le due matrici, si verifica che:

1 0 1 1 1 0 112
2 2 1 0 2 2 111 o

det 5 3 111 =0 det 9 3 111 # 0 quindi: wy e W wy €V
0 -1 1 1 0 -1 111

c. In a. abbiamo ricavato tutti i vettori di W: (a+c¢,2a+2b+¢,2a+3b+ ¢, —b+c¢). Per avere
le prime due componenti nulle occorre che a+c¢ =0 e 2a+2b+ ¢ = 0. Risolviamo il sistema

a+c=0 1 0 1 10 1 1 —
{2a—|—2b—|—c:0 (2 9 1)R2*>R22R1 (0 9 _1)00 soluzioni: (—c, ¢/2, c)
Per esempio ponendo ¢ =2,sihaa=—-2 b=1 c¢=2da cui il vettore w = (0,0,1,1).
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d. Per scrivere wg usiamo i conti sopra da cui si vede che
w=-2(1,2,2,0) + 1(0,2,3,—1) + 2(1,1,1,1), da cui la matrice.

e. Avendo gia una base di W, possiamo prendere due vettori da essa per
completare il vettore linearmente indipendente w a base di W.
Per esempio prendiamo (0,2,3,—-1), (1,1,1,1).
I tre vettori sono linearmente indipendenti, dato che la matrice a
lato ha caratteristica 3 (minore inquadrato) e tre vettori linearmente
indipendenti in W che ha dimensione 3 costituiscono una base.

wp =

== o0 O
=W N O
=== = N =N

320. I tre vettori che generano V sono linearmente dipendenti perché la matrice
a lato ha caratteristica 2 (basta ridurre con l'algoritmo di Gauss). Una
sua base ¢ per esempio quella costituita dai primi due vettori dato che
sono due e linearmente indipendenti in quanto non proporzionali.

= O N
\

e =)

=N O =

L’appartenenza a V si verifica esaminando le due matrici 4 x 3 formate
con le coordinate dei due vettori della base di V' e dei vettori in questione
(matrici in questo caso differenti solo per un elemento). Se ne calcola la
caratteristica con l’algoritmo di Gauss e si vede che: p(A) = 3 per vy e
0(A) = 2 per vy, quindi vy ¢V vg eV

=)

= O N
\
=W = N

+

321. Dovra essere (1,2,1) = v +vs +v3 e (0,1,1) = vs + v3. Sottraendo le due eguaglianze si ha
v1 = (1,1,0), da cui vy + v3 = (0,1,1).
Ogni base che soddisfi queste condizioni va bene, per esempio la base (1,1,0), (0,1,0),(0,0,1).
322. a. I due vettori che generano V soddisfano entrambi 1’equazione omogenea = + y + z = t che
definisce W, quindi ogni vettore di V' (che ¢ loro combinazione lineare) la soddisfa.
b. I tre vettori che generano W ne sono anche una base (sono linearmente indipendenti). Il
determinante della matrice 4 x 4 formata da (3,0, 2, 1) e dalle coordinate dei tre vettori di W
¢ nullo, per cui (3,0,2, 1) sta in W. Analogamente ¢ nullo il determinante della matrice 4 x 4
formata da (2,2,3,1) e dalle coordinate dei tre vettori di W per cui anche (2,2,3,1) e W.
Questo basta ad assicurare che V. C W.
c. Una base per V' & per esempio (1,-1,0,0),(0,2,—2, —1). Poi si procede esattamente come
in b.
d. Per esempio basta osservare che (0,—1,1,1) eV, ma (0,—1,1,1) £W (dato che & diverso
da 0 il determinante della matrice 4 x 4 formata da (0,—1,1,1) e dalle coordinate dei tre
vettori di W).

323. V & sottospazio perché, se Ay, As ¢V, allora A1B = BA, e AsB = BA, da cui facilmente
(MA1 + XA2)B = B(A A1 + M2 Ag) cioe A1 A1 + A Az e V.

. ab

Si pone A = (c d

lineare con co? soluzioni dipendenti da b e d. Due soluzioni linearmente indipendenti si trovano

per esempio ponendo successivamente b =0, d =1,e b =1, d = 0. In questo modo si trovano
1 1

3/2 0
Sapendo ora che dim(V') = 2 si vede subito che un’altra base ¢ I, B~! (due matrici linearmente
indipendenti che stanno ovviamente in V).

324. V & sottospazio perché, se Ay, A eV, allora A1B = Dy e A3B = Dy (Dy e D, diagonali) da
cui (A\1A1 + A2A2)B = A1 Dy + A2 D5 che & sempre diagtheoremonale cioe A\; Ay + Ao Ao e V.
Procedendo come nel problema precedente, si trova b = 2a e ¢ = —3d. Una base per V' ¢ quindi

. 12 00
per esempio | o | _3 |-

331. a. Vera: € un segmento orientato.

) e si vede che A eV se e solosea=>b+de2c=3b. Questo ¢ un sistema

due matrici linearmente indipendenti: I, < ) che quindi formano una base per V.

b. Falsa: un vettore ¢ un insieme di segmenti orientati.
c. Vera: ogni segmento orientato rappresenta un vettore geometrico.

332. a. Si: ¢ il prodotto dello scalare | w | per il vettore ¢ e da luogo a un vettore.
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b. Si: e il prodotto di due numeri reali ed & quindi uno scalare.
Si, ma solo se @ # 0. E il prodotto dello scalare 1/ | @ | per il vettore @ e da luogo a un
vettore.

I

No: non ha senso dividere per un vettore.

Si: e il prodotto dello scalare u - ¢ per il vettore ¥ e da luogo a un vettore.
No: non si puo sommare lo scalare - v col il vettore .

S1: ¢ la somma di due scalari.

PR e &

Si: e il prodotto scalare di due vettori ed ¢ uno scalare.
No: & ambiguo, dato che in generale @ A (¥ A W) e (@ A ¥) A @ sono differenti.

—-

j. Si: ed e un vettore.
k. Si: @ il prodotto scalare del vettore @ per il vettore ¥ A« (il prodotto vettore va eseguito
prima) e da luogo allo scalare prodotto misto.
. Si: ¢ la differenza di due vettori ed & un vettore.
m. Si: e il prodotto scalare del vettore ¥ A« per il vettore @ A ¥ ed & quindi uno scalare.

333. Calcolo del primo:

(1,2,0) A (3,2,0) — [;) ; 8}4(0,0,_4). Poi:
<0,o,4>A<1,171)H[? ! _f]ﬂ(4,4,0)

Calcolo del secondo:
Prima (3,2,0) A (1,1,1) — [ Jor } . (2.-3,1). Poi:
1 2

3

] (2,—1,-7)

\ | @ | cos(6). Nel secondo si, basta che ’angolo compreso

(1,2,0) A (2,-3,1) — [ 9

334. Nel primo caso no, perché - =
tra i due vettori abbia coseno —1/2

335. Sihache |UuAU|=4echeTew

336. a. Applicando la distributivita: (@4 cw) AT =TAT+ab AT, da cui la tesi, dato che TA 7 = 0.
b. Applicando la distributivita: ¢ AT W+ (€4 0) - UA T =UAT- W+ U -UA T+ T4 AW.
Il secondo prodotto misto ¢ nullo, perché ci sono due vettori uguali. Il primo e 'opposto del
terzo perché sono due prodotti misti con gli stessi vettori, ma con due vettori scambiati. Da
qui la tesi.

>\—HOP—‘[\3

sono ortogonali, da qui la tesi.

337. Per ipotesi si hanno le due eguaglianze:

w1 - U Wo - U w1 U Wo - U wWy-U  We-U Wi-U WU
— — = — — ;. — — = — — da cul —— = — — = =
|y [-|a] [ |-|a| [d|-[0]  [da|-|d] jay | [y | [a | ||

Moltiplicando la prima eguaglianza per a, la seconda per b e sommando si ha la tesi.

5
341. Tl vettore (1,2 — 1) ha modulo V6, i due vettori sono dunque: +—

V6
342. Sia (x,y, z) il vettore cercato, allora (z,y,2)-(1,2,3) =0 e (x,y,2)-(1,1,—1)=0.
Da qui le due equazioni (z +2y+32=0 x4y — z =0). Questo & un sistema lineare 2 x 3
in (x,y,2) che ha le co! soluzioni (52, —4z, z). Una soluzione ¢ (5,—4,1). Un vettore che
soddisfa la richiesta e il su(o mormauli)zzato7 un altro e 'opposto del normalizzato. Soluzioni del
5,—-4,1

V42 12 3
Altro modo: Calcoliamo il prodotto vettore (1,2,3)A(1,1, —1) — { 11 -1 } — (=5,4,—-1).

(1,2,-1)

problema sono quindi: +

Si trova un vettore che soddisfa la richiesta, poi si procede come sopra.

343 a. I vettori di W sono le combinazioni lineari dei vettori ¢; e ¥, quindi ¥’ sara del tipo
v =a(1,1,0) + b(2,-1,2) = (a+2b, a — b, 2b). Ponendo -7 = 0 si ricava a — b = 0.
Per esempio si puo scegliere a = 1 b =1 da cui ¢ = (3,0,2). Il vettore cercato sara il

. - . . - 3 2
normalizzato di ¥ oppure il suo opposto. Per esempio v=|—,0, — ).

VI3'T VI3
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b. T vettori di W sono (a4 2b, a — b, 2b).
La condizione di ortogonalita a ¢7 & (a+2b, a—b, 2b)-(1,1,0) =0

Cioe a+2b+a—-b=0 2a + b = 0. L’equazione lineare in a,b ha oo! soluzioni tra
cui per esempio a =1 e b= -2, da cui @ = (-3, 3, —4).
Vediamo se forma angolo acuto con Ua:  wW-0Us = (—3,3,—4)-(2,-1,2) = -6 -3 -8 =

—17 < 0, quindi 'angolo & ottuso. Per rimediare sara sufficiente cambiare il verso a w e

prendere @ = (3, —3,4). (3.-3.4)

V34

c. Il vettore ¥ ¢ stato ottenuto come combinazione lineare di U

Perché abbia modulo 1 bastera normalizzarlo: W =
61722 U= 1171+1172 La
1 1

U1 —|—

—

V2.

normalizzazione ha cambiato la combinazione lineare in v =

Quindi la matrice delle coordinate di ¥ ¢ 1/V13 Vi
1/V/13

2

11 vettore w & stato ottenuto (dopo il cambiamento di verso) come combinazione lineare di
U1 e Uy, cioe —1(1,1,0) 4+ 2(2,-1,2)
1 2
Dopo la normalizzazione la combinazione lineare diventa w = — ——(1,1,0)+ —(2, —1,2
b L L0+ (2 -12)
Quindi la matrice delle coordinate di w e —1/v34
2/v/34

344. a. Cerchiamo innanzitutto una base solo ortogonale:

Come primo vettore possiamo scegliere 7 = (1,1,0).

Il secondo vettore dovra essere un vettore di W cioe del tipo
at+ b = a(1,1,0) + b(0,-1,2) = (a, a — b, 2b)

Il secondo vettore dovra poi essere ortogonale a v, cioe dovra essere
(a,a—0b,2b)-(1,1,0) =0 a-1+(a—>b)-14+2b-0=0 2a —b=0

Per esempio per a = 1 e b = 2 otteniamo il vettore (1, —1,4).

Una base ortogonale per W ¢ quindi (1,1,0), (1,—1,4).

1
Per averla ortonormale bastera normalizzare i due vettori: B: — (1,1,0) , — (1,—1,4)

V2 V18

b. Occorre esprimere U e @ come combinazione lineare dei vettori di B: Si ha evidentemente

1 1
T=+2 (E (1, 1,0)) +0 (ﬁ (1, —1,4)), quindi le coordinate di ¥’ sono \{F

1 1
Per quanto riguarda , scriviamo (0,—1,2) =a | —(1,1,0) | + b | — (1,—1,4) | il che
ananto g 012 = a5 01.0) +0 (S (-1

porta al sistema lineare 3 x 2 nelle incognite a, b:

(1/v/2)a +(1/v/18)b= 0 Sapendo che il sistema ha una soluzione (le coordinate ri-
(1/v/2)a — (1/v/18)b = —1  spetto a una base sono uniche), si ricava subito dall'ultima
0-a +(4/VI8)b= 2 equazione b =1/18/2 e quindi dalla prima a = —/2/2
Quindi le coordinate di W sono ( _\/\{—zg >

c. Occorre cercare un terzo vettore di Vs ortogonale a entrambi. 11 modo piu semplice ¢ di
prendere (1,1,0) A (1,—1,4) = (4, —4, —2) o anche il suo multiplo (2, —2,—1). Per averlo di
modulo 1 lo si normalizza, quindi la base B ¢

1 1 1
Bi:—(1,1,0), —(1,—1,4), =(2,-2,—1

345. Le coordinate dei due vettori si ricavano dalla figura e si vede che ¢ = (1,0,2) e w = (-1, 3,1).
a. Stha: |7]=v12+02+22=5 |d|=/(-1)2+32+12=+11
ORET 1 1
v-w=1-(-1)+0-34+2-1=1, quindi: cos(f) = ———— = =
Dato che 0 ¢ tra 0 e m, allora 6 = arccos(1/v/55)

Volendo proseguire il conto mediante calcolatrice:
cos(f) ~ 0.135, da cui 6 ~ 1.436 (in radianti) o § ~ 82° (in gradi).
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b. I vettori di W sono tutte le combinazioni lineari dei vettori della base ¥ e @ cio¢ 1 vettori

del tipo av + b = a(1,0,2) + b(—-1,3,1) = (a— b, 3b, 2a + b)
Imponiamo l'ortogonalita con k= (0,0,1): (a—b,3b,2a+b)-(0,0,1)=2a+b=0
Per esempio con a = 1 ¢ b= —2 si ha il vettore @ = (3, —6,0).

Va bene anche @ = (1, —2,0) (multiplo).
c. I vettori di W sono tutti i vettori del tipo (@ — b, 3b, 2a 4+ b). Occorre un vettore di W
ortogonale a 1, quindi occorre che

(a—b,3b,2a+b)-(1,-2,00)=a—b—6b=a—Tb=0

Per esempio per a = 7 e b = 1 si ottiene (6, 3, 15) e la base ortogonale di W & (1, —2,0), (6, 3, 15)
d. Avendo gia due vettori ortogonali di V3 ricavati dal precedente conto occorre aggiungerne
uno ortogonale a entrambi. Per esempio (1,—-2,0) A (6,3, 15):

1L-2,007 (6,315 — | - 2 % (30, —15, 15
6 3 15

Come terzo vettore della base va quindi bene il vettore trovato o anche un suo multiplo.
Se lo dividiamo per 15 troviamo: (1,-2,0), (6,3,15), (-2,—1,1)

346. a. Per verificare che sono linearmente dipendenti, basta verificare
che la matrice delle coordinate dei tre vettori ha deteminante

nullo. Per semplificare i conti possiamo usare anche la matrice a —2 1 1
lato che ha le colonne proporzionali a quella delle coordinate. Ha 2 2 —4
determinante 0 e quindi i tre vettori sono linearmente dipendenti e li 1 -2 1

possiamo pensare come segmenti orientati giacenti sullo stesso piano.
b. Calcoliamo gli angoli. Basta il prodotto scalare perché hanno tutti
e tre modulo 1.

—2,2,1 1,2, -2
AngolotraUeu’frcos(Gl):( ’37)(’5)) )20 912%
o (=2,2,1) (1,-4,1) -9 -1 3
Tra v e u: cos(f2) = . = = f, ="
raded: cos(f) 3 VIS 3/I3 V2 0 4
(1,2,-2) (1,-4,1) ~9 1 3

Tra e W: cos(f3) = : 75 3/ V3 03 = 1
c. Dagli angoli e dal fatto che sono complanari, lo schizzo
347. Si deve avere: (¥ — (1,0,0))-(1,1,2) =0 e ¥-(0,1,0) = 0 cioe:
7-(1,1,2) = (1,0,0)-(1,1,2) e @ (0,1,0)=0.
Ponendo ¢ = (z,y, z) si ha il sistema lineare {x +y + 2z = 1 y = 0} da cui si trovano i
vettori (1 —22,0, 2) (zelR).

348. I vettori sono a(1,—1,1) e bisogna che | (a,—a,a) — (1,0,0) |= \/(a —1)2 +a® + a2 = 3, da
cui a = 2,—4/3. T vettori cercati sono quindi v = 2(1,—-1,1) e ¥ = (—4/3)(1,-1,1)

349. a. E sinistrorsa: si ottiene dalla base destrorsa 1,7 k con un solo scambio.
b. E destrorsa, : si ottiene dalla base destrorsa 7, 7, k con una permutazione 01 1
circolare verso sinistra. 10 1
c. E destrorsa, basta verificare che il segno del determinante della matrice 11 0
delle coordinate dei tre vettori & positivo.
1,2,1)-(0,3,1 7
350. a. La proiezione & per definizione: % (0,3,1) = 10 (0,3,1).
b. 11 vettore ¢ del tipo a(1,2,1).
1,2,1)-(0,3,1 7
La sua proiezione ortogonale su (0,3,1) ¢ o |’(0,:)37£) E ) 0,3,1) = l—g (0,3,1) e ha
7 7
modulo %‘ [(0,3,1)] = 0 V10| al. Da cui a = £+/10/7. Quindi ci sono due vettori che
10
soddisfano la condizione e sono : (1,2,1)

:t—
7V/10
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351.

352.

353.

354.

355.

356.

Dato che 4 e ¥ sono linearmente indipendenti, la prima condizione implica che w sia combi-
nazione lineare di u e v, cioé che @ = au + bv. La seconda impone che -4 = 0, cioe che

at- v+ bv- v =0 e quindi che 2a + 2b = 0, ossia b = —a, da cui @ = ati — a¥ = a(d — V).
L Z b i 3
Per la terza condizione: la proiezione & 1ﬁ 1_{ U = (aui— i]) Y= ga (1,2,0) che ha mo-
- w-u
3 3
dulo |3 [(1,2,0] = %, da cui @ = +v/5/3. Ci sono dunque due soluzioni al problema:

W= +(v5/3,v5/3,/5/3).

(x,y)-(-1,2) 1 .. —x4+2 1 )
ol L2)] 2% JErgey 2
—2z 44y = \/m . Possiamo elevare a quadrato questa equazione

supponendo pero che —2x + 4y > 0

I vettori sono (z,y) e occorre che

2
e si ottiene 22 + 162y — 11y? = 0 che si puod scrivere (ponendo y # 0) (§> +16 <£> —-11=0
Y Y

da cui (z/y) = —845v/3. I vettori sono quindi ((—845v/3)y, ), ma occorre che —z + 2y > 0,
cioe che (8 F5v/3)y + 2y > 0 e, dato che 10 F 5v/3 > 0 nei due casi (sia con “+” che con “—7"),
allora occorre che y > 0. Quindi i vettori sono ((—8 & 5v/3)y, y) con y > 0.

Poniamo ¢ = (z,y, z). Si deve avere

(,9,2)(0.-1,1) V2 (., 2)(1,0,—2) — o Daaui il si- {y +z=/22+y? + 22
| (z,y,2)|](0,-1,1) | 2 stema x—2z2=0
La prima equazione non ha evidentemente soluzioni se —y 4+ z < 0 e puo essere elevata a qua-
drato, ponendo pero —y + z > 0
{y2 +22 -2z =a% +y? + 22 { —2yz = 2?2 Sostituendo z = 2z al posto { —2yz = 42°

r =2z T =2z di z nella prima equazione: r =2z

Dato che la prima equazione ¢ z(—2y—4z) = 0, il sistema di [ 2 =0 —2y =4z
secondo grado si spezza nell’'unione dei due sistemi lineari | z = 2z =2z

Le soluzioni sono (0,y,0) e (2z, -2z, z), ma, per la condizione posta —y + z > 0, occorre nel
primo caso che —y > 0, cioé y < 0 e nel secondo caso che 2z + z > 0, cioe z > 0.

a. I vettori ortogonali a ¢ sono a(3,1).

Wl a3,1) 0

Si deve avere —— w, da cui (—1/5)(2,1) = (a-7/5)(2,1) e quindi @ = —1/7.
w.

—

W w
Pertanto @, = (—3/7,—1/7).

b. Poniamo @s = (z,y). Allora 1:1_)2, .u_}’ (2,1) e quindi le
condizioni 2x +y = —1 e 22 + y* = 1 da cui @y = (—4/5,3/5) oppure iy = (0, —1).

Occorre determinare la bisettrice dei due vettori nel

loro piano. Se i due vettori hanno lo stesso modulo,

allora un vettore della bisettrice e la loro somma, per

cui basta normalizzarli. I vettori cercati sono quindi:

<y

) . . )
Y= 5 dacui —= (2,1) = 2 Y
0] 5

—

g

u 0l . . R
a ﬁ + |T con a clR. La situazione puo essere
1 U

schematizzata nel disegno a lato.

Per proiettare sul sottospazio di dimensione 2 occorre una base ortonormale di W = L{d;, tis}.
I vettori di W sono del tipo a(1,2,0) + b(0, —1,1) = (a,2a — b,b). Cerchiamo un vettore di W
ortogonale a i : (a,2a—b,b)-(1,2,0) = 0 da cui 5a = 2b, per esempio a = 2, b =5 e si ottiene
il vettore (2, —1,5). Quindi una base ortogonale per W & per esempio (1,2,0),(2,—1,5) e una
ortonormale & 7 = (1,2,0)/v/5 , ¥ = (2,—1,5)/v/30.

La proiezione di (1,0,0) su W & quindi ((1,0,0) - ¢;)v; + ((1,0,0) - 02)vy = (1/3,1/3,1/3).

X (1,0,0)-(1/3,1/3,1/3)
L’angolo 6 & tale che cos(6) = =+4/1/3 con 0 < 6 < 2.
: [ (1,0,0) | 1(1/3,1/3,1/3) |
Si ha 0 ~ 0.95.
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401. a. Si: e definita mediante le forme lineari x, y, Ty.
b. No: £(0,0,0) # (0,0,0).
c. Si: e applicazione costante nulla.
d

. Si ha: f(fl)+f(fg):fl AW+ Ty AW f(fl +.’fg)= (.’fl +.’fg)/\7ﬂ
e coincidono per la distributivita del prodotto vettore.
Analogamente af(Z) = a(Z A W) fla@) = (aZ) AW quindi coincidono.

e. No: in generale f(X) + f(Y) # f(X +7Y).
Infatti esistono molte matrici X, Y tali che: det(X) + det(Y) # det(X +Y) (per esempio
X =IeY =1). In questi casi:
F(X)+f(Y) = (det(X),0)+(det(Y),0) = (det(X) + det(Y),0) f(X+Y) = (det(X+Y),0)
e sono differenti.

f. Si ha:
f(X1) + f(Xg) = AXhA + AXoA = A(Xy + Xo)A f(X1 + Xo) = A(X71 + X92)A
quindi coincidono.
Analogamente af(X)=a(AXA) f(aX)=A(aX)A quindi coincidono.

g St af(Z)+bf(J) =a<a?-(1,2,0), a?-(Z,O,—l)) +b(g-(1,2,0) , g-(2,o,—1)) -
- (af~(1,2,0) : af-(2,0,—1)> + (bg-(1,2,0), bgj-(2,0,—1)) -
- (af.(1,2,0) £ b7-(1,2,0), ai- (2,0, 1) +bg7-(2,0,—1)>

f(ad + bij) = ((aer b7) - (1,2,0) , (aZ + b) - (2,0,71))

e i due vettori sottolineati coincidono per le note proprieta dei prodotti scalari.

402. La matrice ¢ quella a lato formata coi coefficienti delle forme lineari che definiscono f.

I nucleo & costituito dai vettori (z,y, z) tali che f(z,y,z) = 0 cioe I 1 -1
tali che (v +y—2, 20—y, 32—z, 3y — 2z) = (0,0,0,0). A 2 -1 0
Quindi occorre risolvere il sistema omogeneo associato alla matrice, 3 0 -1
riducendola: 0 3 -2

1 1 -1 1 1 -1
Ry — Ry =2k, [ 0 =3 2 | 0 =3 2 |Ora ¢ ridotta e le * B g;ggz
Ry —R3—3R; | 0 -3 2 0 0 0 | oo soluzionisono: )7 B N

0 3 -2 0 0 0

N 1 2 1 2 . .

Percio ker(f) = {(5 2y 3%, z>} = {<§ )30 1) z} Una base per ker(f) ¢ per esempio

quella costituita dal vettore (1/3,2/3,1) oppure dal vettore proporzionale (1,2, 3).

Quindi dim(ker(f)) = 1, per cui dim(Im (f)) = dim(IR*) — dim(ker(f)) = 2.

Per determinare una base per 'immagine, basta trovare due vettori linearmente indipendenti
in Im (f). Calcoliamo ad esempio: f(1,0,0) =(1,2,3,0) ; f(0,1,0)=(1,—1,0,3).

I vettori (1,2,3,0) , (1,—1,0,3) appartengono a Im (f), sono due, sono linearmente indi-
pendenti, perché due e non proporzionali, pertanto costituiscono una base per Im (f).

403. Scriviamo la matrice associata A formata coi coefficienti delle forme lineari che definiscono f

e riduciamola. 11 -1 0 1 1 -1 0

0 1 2 1 Rs — Rs — Ry 0 1 2 1

12 1 1| Ry—=R~-R |0 1 2 1

1 0 -3 -1 0o -1 -2 -1
Evidentemente la matrice ha caratteristica 2, quindi il nucleo ha dimensione 4 — 2 = 2 ed ¢
lo spazio generato da due qualunque soluzioni linearmente indipendenti del sistema omogeneo
associato ad A. Il sistema ha le co? soluzioni (3z +t, —2z —t, z, t).
Per esempio i vettori (1,—1,0,1) e (3,—2,1,0) formano una base per il nucleo e cosi pure i
vettori (4,—-3,1,1) e (—1,1,0,—1), dato che, in entrambi i casi, sono due vettori linearmente
indipendenti in uno spazio che ha dimensione 2.

L’immagine ha dimensione 2, quindi come base bastano due suoi vettori linearmente indipen-
denti. Per esempio calcoliamo f(1,0,0,0) = (1,0,1,1), f(0,1,0,0) = (1,1,2,0). T due vettori
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404.

405.

(1,0,1,1), (1,1,2,0) sono vettori dell’immagine, sono linearmente indipendenti, perché due e
non proporzionali, quindi (1,0,1,1), (1,1,2,0) & una base per I'immagine.

Analogamente i due vettori (—1,2,1,—3), (0,1,1, —1) (che sono rispettivamente f(0,0,1,0) e
£(0,0,0,1)) formano un’altra base per Im (f).

T vettori v tali che f(v) = (0,1,1,—1) sono quelli che risolvono T4y —2=0

il sistema a lato. Il sistema ha come matrice dei coefficienti A y+2z+t=1

e come termini noti le coordinate del vettore in questione. Il T+ +z+t=1
sistema si riduce quindi con le stesse operazioni fatte su A, quindi T—32z—1t=—1
basta prendere la matrice ridotta e applicare al vettore le stesse

due operazioni elementari. Si ottiene la matrice ridotta a lato. Il 1 I -1 0 0
sistema ridotto ha co? soluzioni cioe (3z, —2z —t, z, t+1). o 1 2 1)1
L’analogo sistema per (1,0,0, —1) non ha soluzioni e quindi non 8 i ; 1 1

ci sono vettori il cui trasformato ¢ (1,0,0,—1).
a. Seker(f) = {(0,0,0)}, allora dim(ker(f)) = 0. Poiché dim(Im (f)) = dim(IR*)—dim(ker(f)),
allora dim(Im (f)) = 4, ma questo non pud mai succedere perché Im (f) & sottospazio di IR®.
b. Per ottenere f(1,1,—2,0) occorre moltiplicare A per il vettore posto in forma di matrice
colonna; si ottiene f(1,1,—2,0)=(k—2, k—2, —k+4).
Analogamente f(0,0,1,1) =(2, 2, k—4).
Coincidonose k—2=2 ; k—2=2 |, —k+4=Fk—4
In tutte le tre eguaglianze risulta k = 4. Questo & I'unico k che soddisfa la richiesta.
c. Occorre la caratteristica di A, quindi la riduciamo; basta 'operazione R3 — Rz — R1.

La matrice ¢ ora ridotta con 3 pivot per k # 0, 1, 3. Per que- Ek—1 1 1 1
sti valori, o(A) = 3, quindi I"immagine ha dimensione 3 e il 0 k 1 1
nucleo ha dimensione 1. Esaminiamo i tre casi particolari: 0 0 k-3 -3

e Se k = 3, la matrice ¢ ancora ridotta con 3 pivot, quindi dim(Im (f)) = 3; dim(ker(f)) =1
e Se k = 1 la matrice ¢ subito ridotta con | e Se k = 0 la matrice e subito ridotta con
due pivot se eliminiamo Ry identica a Ry | due pivot se eseguiamo R3 — R3 + 3Rs

0 1 1 1 -1 1 1 1
0 1 1 1 0 0 1 1
00 -2 -3 0 0 -3 -3

In entrambi i casi dim(Im (f)) =2  dim(ker(f)) =2
d. Basta esaminare il sistema che ha come matrice dei coefficienti A e come termini noti le
coordinate del vettore (1,0,1).

Il sistema si riduce quindi con le stesse operazioni fatte su k-1 1 1 1 |1
A e si ottiene la matrice a lato in cui ¢ stata fatta sulla 0 k 1 110
colonna dei termini noti 'operazione R3 — Rz — R 0 0 k=3 =310

Per k # 0,1, 3 il sistema e ridotto e ha soluzioni. Esaminando i tre casi particolari, si vede
subito che ha soluzioni per k = 3 e per kK = 0, ma non per k = 1, quindi:
11 vettore (1,0, 1) appartiene a Im (f) se e solo se k # 1.

. 7
a. Per trovare f(i,1, 1) basta eseguire il prodotto: < i 0 _1> 1 | = ( __2 )
Quindi f(i,1,1) = (=2, 2i). Lo 1 2i
. . ¢t 0 —1 . i 0 —1
b. Riduciamo A: <1 0 Z> Ry — Ry — iRy (0 0 O)'

Quindi o(A) = 1 da cui dim(Im (f)) = 1 e dim(ker(f)) = 2.
Il nucleo ¢ dato dalle soluzioni del sistema omogeneo associato ad A: ker(f) = {(—iz,y,2)}
e una sua base ¢ (—i,0,1),(0,1,0).
Una base per 'immagine ¢ data per esempio dal vettore (—2,2i) trovato sopra.
c. Per trovare i v tali che f(v) = (14,1 — i) risolviamo il sistema

i 0 =1\ [\ [(1+i i 0 —1|14i i 0 —1|14i
1o i)\Y) " \1—i 10

1—i>R2HR21R1<00 0| 0
z+1+14

y Y, 2 :(—iz—i+1,y,z)
1

Le soluzioni sono
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406.

407.

408.

409.

Esiste un’unica applicazione lineare che soddisfa le quattro condizioni perché i quattro vettori

(1,2,3,4) , (1,-1,1,1) , (0,0,2,3) , (0,0,5,—2) di cui ¢ data 'immagine costituiscono una

base di IR*, dato che la matrice delle coordinate dei quattro vettori ha determinante diverso

da zero (il determinante ¢ immediato, dato che ¢ triangolare inferiore a blocchi).

I vettori trasformati (0,0,0,0), (1,1,1,1), (2,3,4,—1), (0,0,0,0) costituiscono un sistema

di generatori per l'immagine. Basta scartare i due vettori nulli per avere due vettori non

proporzionali che formano percid una base per Im (f).

Dato che dim(ker(f)) = dim(IR*) — dim(Im (f)), allora il nucleo ha dimensione 2. Dalla

definizione di f si vede subito che f(1,2,3,4) = (0,0,0,0) f(0,0,—5,2) = (0,0,0,0), quindi

si ha (1,2,3,4),(0,0,—5,2) e ker(f).

T due vettori, essendo non proporzionali, formano percio una base per ker(f).

a. Perché i due vettori non proporzionali (1,2), (1,1) formano una base per R?.

b. Esprimiamo (1,0) e (0,1) come combinazione lineare dei vettori (1,2) e (1,1). Come si
calcola facilmente: (1,0) = —(1,2) +2(1,1) da cui

f(l,()) = 7f(17 2) + Zf(lv 1) = 7(07 2, 2) + 2(27 L, 0) - (4707 72)

(0,1) =1(1,2) — 1(1,1) da cui

(0,1) = f(1,2) — f(1,1) =(0,2,2) — (2,1,0) = (—2,1,2)
Poiché dim(Im (f)) 4 dim(ker(f)) = dim(IR?), allora dim(Im (f)) non puo essere piu di 2.
Dalla definizione di f, & evidente che i due vettori (0,2, 2),(2,1,0) appartengono a Im (f);
inoltre sono linearmente indipendenti perché non sono proporzionali, quindi dim(Im (f)) = 2
ed essi ne costituiscono una base.

a. Perché (1,1,1,1),(0,1,1,1),(0,0,1,1),(0,0,0,1) & una base di IR*, dato che la matrice delle
coordinate dei quattro vettori ha determinante diverso da zero (il determinante ¢ immediato,
dato che & triangolare inferiore).

b. I quattro vettori (0,1,2,4), (0,1,1,2), (0,1,0,0) , (1,0,1,0) (trasformati dei vettori che
definiscono I'applicazione) generano I'immagine, quindi per determinare dim(Im (f)) basta
calcolare la caratteristica della matrice delle coordinate dei quattro vettori:

Analogamente:

Si vede subito che la matrice ha determinante 0 e che c’€ una sottomatrice 0|0 0 1
3 X 3 con determinante diverso da zero, quindi la caratteristica ¢ 3. 11 1 0
Pertanto dim(Im (f)) =3 e dim(ker(f)) =4 — dim(Im (f)) =1 2|11 0 1
Una base per Im (f) si puo estrarre dai quattro vettori che la generano. 4 2 0 0

La sottomatrice inquadrata con determinante non nullo mostra che i tre ultimi vettori
(0,1,1,2) , (0,1,0,0) , (1,0,1,0) sono linearmente indipendenti e quindi formano una base
per 'immagine.

c. Per questo occorre conoscere la matrice associata A. per scrivere A bisogna calcolare f(v)
per ogni vettore v della base canonica. Calcoliamo allora:
e f(0,0,0,1) =(1,0,1,0) (immediato dalla quarta uguaglianza che definisce f).
e f(0,0,1,0) = f(0,0,1,1) — f(0,0,0,1) = (0,1,0,0) — (1,0,1,0) = (—1,1,—-1,0)
e f(0,1,0,0) = f(0,1,1,1) — f(0,0,1,1) = (0,1,1,2) — (0,1,0,0) = (0,0, 1, 2)
e f(1,0,0,0) = f(1,1,1,1) — f(0,1,1,1) = (0,1,2,4) — (0,1,1,2) = (0,0, 1, 2).
Le colonne della matrice sono le immagini dei vettori della base canonica. Immediatamente
si ha:

flzyy,z,t) =(—2—t, z, c+y—z+1t, 2z + 2y). 00 —1 1
d. Senza risolvere il sistema associato alla matrice, si puo 0 0 1 0
notare che f(1,0,0,0) = f(0,1,0,0) dato che la prima A= 1 1 -1 1
e la seconda colonna della matrice coincidono, per cui 2 2 0 0

f£(1,0,0,0) — f(0,1,0,0) = (0,0,0,0)

Per la linearita di f, allora f(1,—1,0,0) = (0,0,0,0). Quindi (1,—1,0,0) appartiene al
nucleo e ne forma una base, dato che, come abbiamo gia visto, il nucleo ha dimensione 1.
Una base per Im (f) & per esempio (1,0,1), (1,—1,0). Occorre poi che f(1,1,1) = (0,0,0).
Ovviamente una sola condizione non basta. Per completare la definizione di f, completiamo a
base il vettore (1,1,1) per esempio con (0,1,0),(0,0,1). Quindi f puo essere definita in uno
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dei seguenti due modi:

f1(1,1,1) = (0,0,0) ; f1(0,1,0) = (1,0,1) ; f1(0,0,1) = (1,-1,0)

f2(1,1,1) = (0,0,0) ; f2(0,1,0) = (1,-1,0) ;  f2(0,0,1) = (1,0,1).

Le due applicazioni lineari sono completamente definite perché (1,1,1),(0,1,0),(0,0,1) & una
base di IR?, sono evidentemente distinte ed & anche chiaro che il loro nucleo e la loro immagine
sono quelle richieste.

Completiamo (1,0,0,1),(0,1,2,2) base di R* per esempio con | f(1,0,0,1) = (0,0,0,0)
(0,0,1,0),(0,0,0,1) e consideriamo per esempio 'applicazione li- | f(0,1,2,2) = (0,0,0,0)
neare definita a lato. E chiaro che ker(f) = L{(1,0,0,1),(0,1,2,2)} | £(0,0,1,0) = (1,0,0,1)
e che anche Im (f) = L{(1,0,0,1),(0,1,2,2)}. £(0,0,0,1) = (0,1,2,2)
L’applicazione lineare f ¢ completamente definita perché (1,0,0,1) , (0,1,2,2) , (0,0,1,0) ,

(0,0,0,1) & una base per R

Si ha subito: £(1,1,1) = (1,0,2) e £(0,1,2) = (0,0,0).
Le due condizioni non definiscono completamente un’applicazione lineare, perché (1,1,1) ,
(0,1,2) non & base per IR®.

Occorre completare i due vettori linearmente indipendenti a base, il che | f(1,1,1) = (1,0, 2)
si puo fare in molti modi, per esempio scegliamo come terzo vettore | £(0,1,2) = (0,0,0)
(0,0,1). Ora lapplicazione lineare ¢ definita dalle tre condizioni a lato. | f(0,0,1) = (0,1, 3)
Che soddisfi la prima e la terza condizione e evidente. L'immagine ha dimensione 2, dato che e
generata da (1,0,2), (0,1, 3), quindi il nucleo ha dimensione 1. Poiché (0,1,2) e ker( ), allora

ker(f) = L{(0,1,2)}, come richiesto.

Da f(1,2,0) = £(0,0,—1) si ha: £(1,2,0) — £(0,0,—1) = (0,0,0).

Per la linearita f((1,2,0) — (0,0,—1)) = (0,0,0).

Quindi si ha f(1,2,1) = (0,0,0) per cui (1,2,1) e ker(f )

Se quindi poniamo ker(f) = L{(1,2,1)} e Im (f) = L{(1,2,1), (0,0, —1)} si hanno tutte le con-
dizioni richieste. Completiamo allora (1,2, 1) a base di IR3 per esempio con (0,1,0),(0,0,—1).
L’applicazione pud per esempio essere cosi definita:

£(1,2,1) = (0,0,0)  £(0,1,0) = (1,2,1)  £(0,0,1) = (0,0, —1).

L’applicazione & completamente definita perché (1,2,1),(0,1,0), (0,0, —1) & una base di R® e
soddisfa le condizioni date perché perché I'immagine ha dimensione 2 e contiene il nucleo che
ha dimensione 1.

a. No, perché dim(Im (f)) + dim(ker(f)) = dim(IR?).
b. Si, per esempio I’applicazione identicamente nulla, in cui ker(f) = IR* e Im (f) = {(0,0,0)}
Completiamo (1,1,1) a base per IR® per esempio con (0,1,0), (0,0, 1) e definiamo f su questa
base. Cerchiamo quindi due altri vettori di IR* linearmente indipendenti con (1,2,0, —1) per
esempio (0,0,1,1),(1,1,0,0), e poniamo

F(L,1,1) = (1,2,0,—-1)  £(0,1,0) = (0,0,1,1)  f(0,0,1) = (1,1,0,0).
L’applicazione f & completamente definita perché (1,1, 1), (0,1,0),(0,0,1) & una base di IR>.

Evidentemente Im (f) = L{(1,2,0,-1), (0,0,1,1), (1,1,0,0)}. 1 0 11
Il vettore (1,0, 0,0) non appartiene a Im (f) perché come si verifica subito 2 0 1|0
il sistema lineare associato alla matrice non ha soluzioni. Analogamente 01 010
nessuno degli altri tre vettori della base canonica di IR* sta in Tm (f). -1 1 0]0

Dato poi che Im (f) ha dimensione 3, allora dim(ker(f)) = 0 per cui ker(f) = {0, 0, 0}.
La scelta dei due vettori di IR* ¢ stata fatta in modo casuale. Se per caso un qualche vettore
della base canonica di IR* appartenesse a Im (f), occorrerebbe modificare questa scelta.

Esprimiamo (2, k) come combinazione lineare dei due vettori (1, 1), (0, 1) che costituiscono base
per R?. Siha: (2,k) = 2(1,1) + (k — 2)(0,1).

Quindi £(2,k) = 2f(1,1) + (k — 2)£(0,1) = 2(3,1,1) + (k — 2)(0,1,1) = (6, k, k)

Vediamo ora per quali k il vettore (6, k, k) appartiene a L{(1,—-1,0),(2,1,—-1)}

Scriviamo l'eguaglianza (6, k, k) = (1, —1,0) +y(2,1, —1). Questo & un 6 = xz+2
sistema lineare in x,y che, come si Verlﬁca subito, ha soluzioni solo per k = —z+4vy
k = —3/2. Quindi questo ¢ 'unico k per cui esiste la f. kE = —y
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I quattro vettori (1,2,2), (1,0,1),(0,1,0), (0,1, 1) sono linearmente dipendenti (quattro vettori
in IR?) ed & possibile trovare la loro relazione di lineare dipendenza (unica a meno di fattori di
proporzionalita):

(1,2,2) = (1,0,1) + (0,1,0) + (0,1,1)
Se esistesse f lineare che soddisfa le quattro condizioni, applicando la f si avrebbe:

£(1,2,2) = £(1,0,1) + £(0,1,0) + £(0,1,1) ciod

(4,5,6) = (3,0,1) + (0,0,1) + (0,1,0)
E tale relazione e falsa, come si verifica immediatamente.

I tre vettori (1,1,2),(0,1,1),(1,0,1) sono linearmente dipendenti, dato che la matrice delle
coordinate dei tre vettori ha determinante zero. A questo punto occorre la loro relazione di
lineare dipendenza (essenzialmente unica, a meno di fattore di proporzionalita) che &, come si
calcola: (1,1,2) —(0,1,1) — (1,0,1) = (0,0, 0)
La relazione & compatibile con la linearita di f dato che, applicando f si ottiene:
f(1,1,2)—f(0,1,1) — f(1,0,1) = f(0,0,0) ovvero

(2,2,1)— (0,1,1)— (2,1,0)= (0,0,0)
L’applicazione lineare non & unica perché le tre condizioni si riducono a due sole, le prime due.
Per avere un’applicazione lineare che soddisfi I'ultima condizione occorre completare a base i
due vettori linearmente indipendenti (1, 1,2), (0,1, 1) cosa fattibile in molti modi, per esempio
mediante il vettore (0,0, 1).
Dato che (1,1,2),(0,1,1) non appartengono a ker(f), allora (0,0, 1) dovra far parte del nucleo.
A questo punto definiamo I"applicazione lineare mediante le tre condizioni seguenti:

f(1,1,2) =(2,2,1) £(0,1,1) = (0,1,1) £(0,0,1) = (0,0,0).

Il nucleo & quello assegnato, perché 'immagine ha dimensione due, dato che ¢ generata dai due
vettori (2,2,1),(0,1,1), quindi il nucleo ha dimensione 1.

-1 2 4 1 7 Quindi f(1,2,1) = (7,14,7).
a. Basta calcolare [ —2 4 8 2 | =1 14 Notiamo che (1,2,1) & auto-
-1 2 4 1 7 vettore e che 'autovalore ¢ 7.

b. Risolviamo il sistema omogeneo associato alla matrice. Si possono subito eliminare la terza
riga identica alla prima e la seconda che ¢ proporzionale alla prima.

Il sistema si riduce subito all’unica equazione —z + 2y + 4z = 0, & ridotto e ha 0o? soluzioni
dipendenti da y e z. Le soluzioni sono: (2y +4z, y, z).

I vettori di ker(f) sono quindi y(2,1,0)+2(4,0, 1), percio i vettori (2,1,0) e (4,0, 1) generano
ker(f).

Essendo linearmente indipendenti in quanto due e non proporzionali, allora costituiscono
una base.

Quindi ker(f) = L{(2,1,0), (4,0,1)} e B:(2,1,0), (4,0,1) ne & una base.

c. Abbiamo: dim(Im (f)) = 3 — dim(ker(f)) =1
Quindi una base per Im ( f) sara formata da un suo qualunque vettore non nullo. Per esempio
si ha: f(1,0,0) = (—=1,—-2,—1) (prima colonna della matrice).

Quindi (—1,—2,—1) & una base per Im (f).

d. Dato che il nucleo di f e diverso dallo spazio nullo, allora 0 & un autovalore per f e
ker(f) = V. Per quanto riguarda la sua molteplicita, visto che dim(Vy) < molteplicita(0)
ha dimensione 2, allora la molteplicita dev’essere almeno 2.

Dato che poi, come abbiamo gia calcolato, f(1,2,1) = (7,14,7), allora (1,2, 1) & autovettore
e quindi A\ = 7 & autovettore con molteplicita almeno 1. L’unica possibilita affinché la somma
delle molteplicita sia 3 & che gli autovalori siano:
A1 = 0 con molteplicita 2 Ao = 7 con molteplicita 1
e. A e diagonalizzabile perché, come abbiamo gia rilevato:
e \; =0 & autovalore con molteplicita 2 e dim(Vp) = dim(ker(f)) = 2
e \y = 7 & autovalore con molteplicita 1 e se la molteplicita ¢ 1, sicuramente dim(V7) = 1

Una base di autovettori puo essere costruita mettendo insieme la base di Vp: (2,1,0), (4,0,1)
e una base di V7, per esempio (1,2,1) (che, come abbiamo visto, & autovettore).
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b. Si vede immediatamente, eseguendo il prodotto A-[1 — 1 0], che f(1,-1,0) = (3,-3,0),

La matrice P avra nelle colonne le coordinate dei vet- 2 41 0 0 0
tori della base di autovettori e la matrice diagonale P=|1 0 2 | D=0 0 O
D avra sulla diagonale gli autovettori corrispondenti. 0 1 1 00 7

a. Per determinare una base per ker(f) basta risolvere il sistema omogeneo associato alla
matrice. Ha oo! soluzioni e sono (—z, —z, z) al variare di z € IR. Quindi una base per ker(f)
e (1,1,-1).

quindi (1,—1,0) ¢ autovettore e 'autovalore relativo ¢ 3.

c. 1l fatto che ker(f) sia diverso da {(0,0,0)} dice che 0 & autovalore per f. D’altra parte
abbiamo appena visto che anche 3 ¢ autovalore. Potrebbe esserci un terzo autovalore non
evidente, ma, prima di calcolare il polinomio caratteristico, determiniamo gli autospazi:

o L’autospazio ¢ il nucleo L{(1,1, —1)}. 1 1 1

. La matrice A — 31 a lato ha evidentemente caratteristica 1 -1 1
1, quindi il sistema omogeneo associato ha oo? soluzioni che costitui- 1 1 -1

scono 'autospazio.

Le soluzioni sono (—y + z, y, z), quindi l'autospazio & L{(1,—-1,0),(1,0,1)}. Dato che
dim(V3) = 2, ne concludiamo che la molteplicita di 3 come autovalore & almeno 2 ed & pro-
prio 2, perché evidentemente non puo essere superiore.

Quindi il polinomio caratteristico ¢ —z(z — 3)2. Mettendo insieme i tre autovettori, il
criterio fondamentale di diagonalizzabilita ci assicura (anche senza verificarne la lineare in-
dipendenza) che B: (1,1, —1), (1, —1,0), (1,0, 1) & una base di IR?, tutta fatta di autovettori.

A Dato che A ¢ triangolare superiore, il polinomio caratteristico si calcola immediatamente ed
e (1—2)(2—2)(4—=x). Quindi A ha i tre autovalori distinti 1,2, 4, ed & diagonalizzabile per
il criterio fondamentale.

B Dato che B e triangolare superiore a blocchi e il blocco superiore & a sua volta triangolare
inferiore, il polinomio caratteristico ¢ immediato ed ¢ (4 — z)(1 — z)(3 — x). Quindi B ha i
tre autovalori distinti 1, 2,4, ed e diagonalizzabile per il criterio fondamentale.

C Dato che C' ¢ triangolare superiore, il polinomio caratteristico & immediato ed & (2 — z)3.
Quindi C ha l'autovalore 2 con molteplicita 3. Se C fosse diagonalizzabile, si avrebbe
dim(V3) = 3, da cui p(A — 2I) = 0, cioe A — 2] = 0, ma evidentemente A # 21, quindi C
non e diagonalizzabile.

D La matrice D ¢ diagonalizzabile, dato che & simmetrica.

E Dato che E & triangolare inferiore a blocchi e il blocco inferiore & a sua volta triangolare
superiore, il polinomio caratteristico & immediato ed & #?(1—x). Quindi £ ha ha I’autovalore
0 con molteplicita 2. Se fosse diagonalizzabile, si avrebbe dim(Vp) = 2, da cui o(E—0I) = 1,
cio¢ o(F) = 1, ma evidentemente o(F) = 2, quindi E non ¢ diagonalizzabile.

F 1I polinomio caratteristico di F' & —2® + 3, quindi gli autovalori sono le radici cubiche di 3.
Due radici sono non reali. Quindi F non & diagonalizzabile come matrice reale, ma, dato
che le radici cubiche di 3 sono distinte, allora e diagonalizzabile come matrice complessa per
il criterio fondamentale.

Esiste un’unica applicazione lineare che soddisfa le tre condizioni perché i tre 0 3 0
vettori (0,1,—2), (3,3,0), (0,1,1) di cui & data 'immagine costituiscono una 1 3 1
base di IR?, dato che la matrice delle coordinate non ha determinante 0. -2 0 1

Notiamo poi che ognuno di essi ¢ autovettore (autovalori rispettivamente —1, 1/3, 0), quindi
esistendo base di autovettori, f ¢ diagonalizzabile.

I tre vettori (1,1,1) , (1,0,2) , (1,2,0) di cui ¢ data 'immagine sono linear- 0 3 0
mente dipendenti perché la matrice delle coordinate ha determinante 0. Quindi 1 3 1
esiste una relazione di lineare dipendenza tra essi che e, come si calcola: -2 0 1

2(1,1,1) — (1,0,2) — (1,2,0) = (0,0,0)
La relazione non & compatibile con la linearita di f dato che, applicando f si otterrebbe:
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2f(1,1,1) — f(1,0,2) — f(1,2,0)= f(0,0,0) ovvero
2(0,0,0)— (1,0,2)— (2,4,0)= (0,0,0)
La relazione & falsa, pertanto non esiste alcuna f lineare che soddisfa le condizioni date.
426. La seconda condizione si puo scrivere come f(1,0,2) = (0,0,0). Esiste un’u-
nica applicazione lineare che soddisfa le tre condizioni perché i tre vettori
(1,1,0), (1,0,2) , (1 —¢, 1, —) di cui ¢ data 'immagine costituiscono una
base di €3, dato che la matrice delle coordinate non ha determinante 0.

1 1—4
0 1
2

—1

O~ =

Notiamo poi che ognuno di essi ¢ autovettore (autovalori rispettivamente 2, 0, ¢), quindi
esistendo base di autovettori, f e diagonalizzabile.

427. a. L’applicazione deve essere definita cosi per soddisfare la condizione su nucleo e immagine:
f(1,0,2) = (0,0,0) flv2) = (1,1,1) f(vs) =(1,0,2)
a condizione che (1,0,2), v, v3 sia una base per R3. Per soddisfare la condizione sull’au-
tovalore, occorre porre vy = (1/2,1/2,1/2). Come vettore vs scegliamone uno della base
canonica, per esempio vz = (0,0,1). Quindi:
f(1,0,2) = (0,0,0) f/2,1/2,1/2) = (1,1,1) £(0,0,1) = (1,0,2)

o anche f(1,0,2) =(0,0,0) f1,1,1) =(2,2,2) £(0,0,1) = (1,0,2)
L’applicazione & completamente definita perché (1,0,2),(1,1,1),(0,0,1) & una base di R?
ed ¢ anche chiaro che soddisfa le condizioni richieste.

b. Per scrivere la matrice occorre calcolare f(v) per ogni vettore v della base canonica. Ogni

vettore della base canonica va espresso come combinazione lineare dei vettori della base
(1,0,2),(1,1,1),(0,0,1).

Scriviamo:  (1,0,0) = a(1,0,2) + (1, 1,1) 4+ ¢(0,0,1) da cui il sistema l=a+b
che ha la soluzionea=1 ; b= ;¢ = —2 quindi: 0=0b
(1,0,0) = 1(1,0,2) — 2(0,0,1) 0=2a+b+c

f(17070) = lf(170a2) - Qf(0707 1) = (_2707 _4)
Scriviamo:  (0,1,0) = a(1,0,2) + b(1,1,1) + ¢(0,0,1) da cui il sistema O=a+b

che ha la soluzionea=—-1 ; b=1 ; c¢=1 quindi: 1=b

(0.1,0) = —1(1,0,2) + (1,1,1) + (0,0, 1) 0=2a+b+c
Invece f(0,0,1) = (1,0,2) fa parte della definizione. A= 0 2 0
La matrice ha nelle colonne le coordinate dei vari f(v). -4 4 2

c. Il polinomio caratteristico & —(x — 2)22, quindi A = 0 ha molteplicitd due, ma I'autospazio
& Vo = ker(f) che per costruzione ha dimensione 1. Quindi f non & diagonalizzabile.

d. Non e possibile, perché formebbero una base di autovettori, mentre, come abbiamo visto, f
non e diagonalizzabile.

e. Questo ¢ invece possibile. Per esempio (1,0,2),(1,1,1),(2,2,2).

428. Come nel problema precedente, poniamo:
f(17171) = (03171) f(v2) - (07171) f(’l)g) - (07172)
a condizione che (1,1, 1), vg, v3 sia una base per IR3. Per soddisfare la condizione sugli autovalori
poniamo per esempio vo = (0,1/2,1/2) e vz = (0,1/3,2/3).

Quindi 'applicazione puo essere definita cosi:

FOLLD =011 F0,1/2,1/2) = (0,1,1)  £(0,1/3,2/3) = (0,1,2) oppure
£(1,1,1) = (0,1,1) £(0,1,1) = (0,2,2) £(0,1,2) = (0,3,6)

Dato che dim(Im (f)) = 2, allora dim(ker(f)) = 1, per cui ker(f)) # {(0,0,0)}, pertanto 0 &
autovalore.

Gli autovalori sono quindi, per costruzione 0,2,3 tutti con molteplicita 1. Per il criterio di
diagonalizzabilita, f e diagonalizzabile avendo 3 autovalori distinti.

L’applicazione f ¢ necessariamente diagonalizzabile, indipendentemente dalle due scelte effet-
tuate, perché i tre vettori linearmente indipendenti mediante la quale & stata definita sono
sempre autovettori e un’applicazione che ha una base di autovettori &, per definizione, diago-
nalizzabile.
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429. a.

431. a.

432. a.

Completiamo a base di IR? i due vettori (1,0,2), (0,1, —1) per esempio con (0,0, 1). Ponendo
£(0,0,1) = (0,0, 1) si ottiene che 1 sia autovalore.

L’applicazione lineare puo essere definita mediante le relazioni a £(1,0
lato ed ¢ del tutto definita, perché (1,0,2),(0,1,—-1),(0,0,1) ¢ £(0,1,—1) = (0,3, -3)
base per IR®. E chiaro che in questo modo (1,0,2) e (0,1, —1) f(070’ 1 (070 1)
sono autovettori relativi all’autovalore A = 3. T

Se f ha gli autovalori 1 e 3, il polinomio caratteristico ¢ (x —1)"(z —3)™ e dev’essere m > 2,
dato che dim(V3) = 2. L’unica possibilita & che il polinomio caratteristico sia (z —1)(z —3)?.
Siha dim(V3) = 2 perché richiesto dal problema e dim(V;) = 1, perché quando la molteplicita
di un autovalore ¢ 1, allora si ha sempre I'uguaglianza.

E ora chiaro che f dev’essere diagonalizzabile poiché soddisfa il criterio di diagonalizzabilita.

(1,0,2) = (3,0,6)

Per scrivere la matrice occorre calcolare f(v) per ogni vettore v della base canonica.
(1,0,0) = (1,0,2) — (0,0,2) da cui
f(1,0,0) = f(1,0,2) — £(0,0,2) = (3,0,6) — (0,0,2) = (3,0,4) 3

0 0
(0,1,0) = (0,1,—1) + (0,0,1) da cui 0 30

£(0,0,1) = (0,0, 1) dalla definizione.

Le tre condizioni si possono cosi scrivere:

fa+n=0  f@-2k) =-2+4k  f(k) =47
Le condizioni definiscono un’unica applicazione lineare, perché i tre vettori 1+7, 77— 212, k
formano una base per V3. Identificando V3 con R? nel modo standard le tre condizioni
diventano: f(1,1,0) = (0,0,0) f(1,0,—2) =(-2,0,4) £(0,0,1) = (4,0,0).
Per calcolare gli autovettori di f bisogna determinare la matrice associata e quindi occorrono

@, f(0). f(F).

Scriviamo:  (1,0,0) = a(1,1,0) 4+ b(1,0,—2) + ¢(0,0,1).

Sitrovache: a=0;b=1; ¢c=2 quindi: (1,0,0) = (1,0,—2) + 2(0,0, 1).
£(1,0,0) = £(1,0,-2) + 2£(0,0,1) = (6,0,4)

Scriviamo: (0,1,0) = a(l, 1,0) +b(1,0,—2) + ¢(0,0,1).

Sitrovache: a=1;b=—-1; ¢c= -2 quindi: (0, 1,0) = (1,

1,0) — (1,0, —2) — 2(0,0, 1).
f(071,0)Zf(l,l,O)—f(l,O,—)—2f(001) (_ s

0,—4)

£(0,0,1) = (4,0,0) gia noto. 6 —6 4
Da questi dati si ricava la matrice A. A=1 0 0 0
Gli autovalori sono 0, —2, 8 e gli autovettori relativi sono: 4 —4 0

A =0} 7+ Jeisuoi multipli (dalla definizione)
A= —2| 7— 2k e i suoi multipli (dalla definizione)

i

A =8| 274k eisuoi multipli (risolvendo il sistema omogeneo associato alla matrice A—81).
Si vede subito che gli ultimi due sono tra loro ortogonah quindi due autovettori ortogonali
— 2k 2%+ k

\/5 V5

Perché (1,1,0), (1, —1,0),(1,1,2) & una base di IR?, dato che la matrice delle coordinate dei
tre vettori ha determinante diverso da zero (& triangolare superiore a blocchi).

di modulo 1 sono i loro normalizzati:

E chiaro che (1,—1,0) & autovettore e che 'autovalore & —1 e che anche (1,1, 2) & autovettore
e che 'autovalore e 5

. Per questo occorre calcolare f(v) per ogni vettore v della base canonica.

Ogni vettore della base canonica va espresso come combinazione lineare dei vettori della
base (1,1,0),(1,-1,0),(1,1,2).

Per abbreviare i conti possiamo per esempio notare che (1,1,0) + (1,-1,0) = (2,0,0).
Quindi f(1,1,0) + f(1,—1,0) = f(2,0,0) da cui (1,1,4) + (—1,1,0) = £(2,0,0) ovvero
(0,2,4) = £(2,0,0) e quindi £(1,0,0) = (0,1,2).

Conoscendo f(1,0,0) & facile ricavare f(0,1,0):
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f(0,1,0) = f(1,1,0) — £(0,1,0) = (1,1,4) — (0,1,2) = (1,0,2)
Tnfine (0,0,2) = (1,1,2) — (1, 1,0) ciod £(0,0,2) = f(1,1,2)— f(1,1,0) = (5,5,10) — (1,1, 4).
In definitiva f(0,0,2) = (4,4,6) e pertanto f(0,0,1) = (2 2,3).
Per concludere f(x,y,2z) = 2f(1,0,0)+yf(0,1,0)4+2f(0,0,1) = (2y+z , x+2z , 22+2y+3z)

d. Dai conti fatti sopra si scrive subito A. 0 1 2
e. La matrice ¢ sicuramente diagonalizzabile perché simmetrica. A=(1 0 2
Abbiamo gia visto che 5 e —1 sono autovalori. 2 23

Potrebbe esserci un terzo autovalore non evidente, ma, prima di calcolare il polinomio ca-
ratteristico, determiniamo gli autospazi:

° La matrice A+ ha tre righe proporzionali, quindi ha caratteristica 1 e il sistema
omogeneo associato riduce immediatamente all’'unica equazione z + y + 2z = 0 che ha oo?
soluzioni, tra cui una &, come gia notato (1,—1,0) e un’altra linearmente indipendente ¢ per
esempio (2,0, 1). Da qui si deduce che il terzo autovalore ¢ sempre —1.

° Riduciamo la matrice A — 51I:

-5 1 2 1 -5 2 1 -5 2
15 2| RieR |5 1 2| R ARER L, 5y g
2 2 -2 2 2 -9 3 3 Y\o 12 -6

La matrice ha quindi caratteristica 2 e le soluzioni del sistema omogeneo associato sono
(2/2,2/2,z). Un autovettore & quindi per esempio (1,1, 2)
La matrice P si ottiene mettendo le coordinate dei tre autovettori in colonna.

La matrice D ¢ la matrice diagonale che ha 1 2 1 -1 0 0
nella diagonale tutti gli autovalori nell’ordine P=|-1 0 1) D= 0 -1 0
corrispondente. 0 1 2 0 0 5
433. a. A f(X1) + A f(X2) = (MXi - B+ X\ Xs - B) e le due matrici sottolineate
F X1+ XXo) = (M X1+ X Xs)-B notoriamente coincidono.

b. Per calcolare ker(f) si pone
zy\ (00 . [Ty 1-2\ (00 . Jx =2y sistema con
/ <z t) - (00) e (z t) (-2 1) = 00) P22 s? soluzioni
Quindi dim(ker(f)) = 2 e una base per il nucleo ¢ per esempio <(2) é) , (g (1)>
Di conseguenza dim(Im (f)) = dim(MQQ) dim(ker(f)) = 2.
Una base per Im (f) & per esempio

sono due e linearmente indipendenti

0
)-
c¢. Occorre calcolare nell’ordine f ( ) < ) <(1) 8) f (8 ?)

(10} _ [1-2 . 1 -2
Si ha: f (0 O> =lo o che ha coordinate [1 — 2 0 0] 2 14 0 o
rispetto alla base “canonica”. Analogamente si calcolano gli =~ 0 0 1 -2
altri. La matrice associata ¢ quindi la matrice a blocchi A. 0 0 —2 4

d. La matrice A associata a f ¢ a blocchi e i due blocchi sono identici e sono la matrice B.
Quindi A e diagonalizzabile se lo ¢ B. La matrice B ¢ diagonalizzabile perché ¢ simmetrica.
Il polinomio caratteristico di B & 2% — 5z, quindi gli autovalori sono A\; =5 e Ay = 0.
Per A = 5 un autovettore di B & (1, —2), quindi due autovettori di f sono quelli con coordi-
. . (1 =2
nate [1 —200]7 [001 —2]T corrispondenti alle matr1c1<0 0) <(1) _g
Per A = 0, gli autovettori sono le matrici del nucleo, di cui abbiamo gia trovato una base.

) che generano V.

434. La verifica della linearita ¢ analoga a quella del problema precedente.
Per quanto riguarda il nucleo, evidentemente X e ker(f) se X-B = B- X, se cio¢ X commuta
con B.
Per esempio I e B stessa commutano con B, quindi appartengono a ker(f). Dato che in ker(f)
ci sono due vettori linearmente indipendenti, allora il nucleo ha almeno dimensione 2.

-2 0 0 . . 10 00
0)’(1 _2> (sono rispettivamente f (0 O>’f (1 0),
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Calcoliamo ora: f <(1)8> = (g _§> ef <8(1)) _ (—(2)3>

Questi vettori sono linearmente indipendenti e appartengono a Im (f). Quindi anche Im (f)
ha almeno dimensione 2.
In conclusione dim(ker(f)) = dim(Im (f)) = 2 e abbiamo gia trovato una base per entrambi.

435. a. Per scrivere la matrice occorre calcolare le immagini dei vettori che sono identificati con la
base canonica nell’ordine giusto. Cominciamo con B

f <1 0> = (1 0) e ha coordinate [1 0 0 0]7 rispetto a B. Proseguendo:

00 00 1010
01 0 1

FOLYZ(OL) p(00) _ (10 (00) _ (01 A=19 0 1 0
00/ \0O 10)  \10 01) \o1 00 0 1
La matrice associata ¢ quindi A. 110 0
Se invece usiamo l'identificazione attraverso By, le immagini dei 01 0 0
vettori sono le stesse, ma vanno calcolate in un altro ordine (scam- A; = 00 1 1
biando le due centrali e le matrici immagine vanno lette per co- 00 0 1

lonne. La matrice risulta percio Aj.

b. La matrice A; € a blocchi e ogni blocco € la matrice F, quindi conviene lavorare su Aj.
La matrice A; & diagonalizzabile se lo & E. Il polinomio caratteristico di E ¢ (x — 1)?,
quindi ha l'unico autovalore A\; = 0 con molteplicita 1, ma o(F — I) = 1, quindi E non &
diagonalizzabile e non lo sono neppure A; e A.

Comunque due autovettori per f si vedono subito e sono le due ma- 1 0 0 1
trici che generano 'unico autospazio e quindi tutti gli autovettori. 0 0 0 0

441. Associamo la matrice a un’applicazione lineare f : IR — IR?.

a. Il polinomio caratteristico & (3 —)(3—x) —16 = 2 —62 — 7 che ha le radici —1 e 7 entrambe
con molteplicita 1.
L’autospazio relativo a A = —1 ha quindi dimensione 1 ed ¢ dato dalle soluzioni del sistema
4 4
4 4
L’autospazio relativo a A = 7 ha quindi dimensione 1 ed ¢ dato dalle soluzioni del sistema
—4 4
4 —4
b. Si ha flOO(v) — (71)1001) -y = (17 71) flOO(w) = 71004, — (71007 7100)
c. Esprimiamo (1,0) come combinazione lineare di v e w:
1 1 1 1
(1,0) =a(1,-1) +b(1,1) da cui a = §’b =3 Si ha quindi: (1,0) = 3V + W da cui:
1 710041 7100 — 1)
T2

associato alla matrice A + I = . Una soluzione ¢ per esempio v = (1, —1).

associato alla matrice A — 71 = ( ) Una soluzione & per esempio w = (1,1).

1 1
100(]—70) = §f100(v) + §f100(w) D) ) 2

442. a. T tre vettori (2,1,0),(1,1,0),(1,0,0) che definiscono f sono evidentemente linearmente di-
pendenti, avendo la terza componente nulla. Le condizioni sono:

1
(1 -0+ 57 =

f(2,1,0)=  (4,2,0) | Sivede subito che f(2,1,0)— f(1,1,0)= £(1,0,0)
f(1,1,00= (3,1,0) | (2,1,0)—(1,1,0) = (1,0,0)| = = =
f(1,0,0)=(-3,-1,2) | masi ha: (4,2,0) — (3,1,0) #(—3,-1,2)

b. Anche qui i tre vettori sono linearmente dipendenti. Le condizioni sono:
f(2,1,0)=(4,2,0) C’¢ sempre la relazione f(2,1,0)— f(1,1,0)= £(1,0,0)
f(1,1,0)=(3,1,0) (2,1,0)—(1,1,0) = (1,0,0) = = =
f(1,0,0)=(1,1,0) ma stavolta: (4,2,0) — (3,1,0) = (1,1,0)
Le condizioni si riducono quindi a due, quindi esistono infinite applicazioni lineari che le
soddisfano.

c. Le tre condizioni sono
f(2,1,0) = (4,2,0) | T tre vettori (2,1,0),(1,1,0),(1,0,—1) sono 2 1 1
f(1,1,0) = (3,1,0) | linearmente indipendenti dato che il deter- 1 0
f(1,0,-1)=(=1,0,1) | minante della matrice a lato non & 0. 0 0 -1
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Quindi i tre vettori formano una base di IR?, per cui esiste un’unica f lineare che soddisfa
le condizioni:
Per scrivere la matrice associata occorre conoscere f(1,0,0), f(0,1,0), £(0,0,1).
Esprimiamo quindi i vettori della base canonica come combinazione lineare dei vettori della
base su cui e definita f. Le combinazioni sono in questo caso evidenti:
Si ha: (1,0,0) =(2,1,0) — (1,1,0) quindi:
f(1,1,0) = f(2,1,0) — f(1,1,0) = (4,2,0) — (3,1,0) = (1,1,0)
Siha: (0,1,0) =(1,1,0) — (1,0,0) quindi:
f(O,LO) = f(l,l,()) _f( 70’0) = (3717 ) - (171’0) = (27070)
Si ha: (0,0,1) = (1,0,0) — (1,0,—1) quindi: 1 2
£(0,0,1) = £(1,0,0) — £(1,0,—1) = (1,1,0) — (-1,0,1) = (2,1,-1) A= 1 0 1
0 0

Ora si puo scrivere la matrice A.

d. Calcoliamo il polinomio caratteristico di A:

1—z 2 2 o o
det 1 —z 1 —(-1—a)(a®—z—2) Le radl(il ' A= —1con moltepl}c}tg\l 2
0 0 -1—=2 sono quindi: A =2 con molteplicita 1

Per A = 2, dato che f(2,1,0) = (4,2,0) ¢ evidente che (2,1,0) & un autovettore relativo.
Per A = —1, dato che f(1,0,—1) = (—1,0,1) & evidente che (1,0, —1) & autovettore relativo.
Dato che pero A = —1 ha molteplicita 2, ¢ possibile che ce ne siano altri, quindi risolviamo
il sistema omogeneo associato alla matrice A — (—1)1.

Il sistema si riduce immediatamente all’unica equazione z + y + z = 0 che ha co? soluzioni,
tra cui una &, come gia notato (1,0, —1) e un’altra linearmente indipendente & per esempio
(1,-1,0).

Abbiamo quindi la base di autovettori (2,1,0), (1,0,—1), (1,-1,0)

443. a. L’applicazione ¢ completamente definita perché i tre vettori

(1,0,0),(0,1,0),(0,0,4) formano una base per 3. 0 0

b. Moltiplicando per —i, I'ultima relazione diventa immediatamente A= 10 0
£(0,0,1) = (—4,0,0), quindi si scrive subito la matrice associata. 01 0

c. Il polinomio caratteristico € —x° — ¢, quindi gli autovalori sono le radici terze di —¢ che sono
distinte. Avendo tre autovalori distinti, f & diagonalizzabile per il criterio fondamentale.
Le radici sono i , (v/3 —1i)/2 , (=3 —i)/2. Questi sono gli autovalori. Determiniamo ad
esempio un autovettore relativo all’autovalore i. Riduciamo la matrice A — i[:

—i

3

- 0 — 1 0 1 1 0 1 1 0 1
1 =i 0 1 =2 0 0 —i -1 0 — -1
0 1 — 0 1 — 0 1 —i 0 O 0

Rlﬂl‘Rl RQHR27R1 RgHRQ*Z‘Rl

Un autovettore & una soluzione del sistema ridotto, per esempio (—1,4,1).

444. Un’applicazione f che soddisfi i criteri dati e sempre diagonalizzabile dato che ha due autova-
lori distinti con molteplicita 1.
Sia v, v3 una base di IR? costituita da due autovettori relativi rispettivamente agli autovalori
1 e 3. Allora (1,3) & loro combinazione lineare, anzi, moltiplicando i vettori della base per uno
scalare possiamo supporre che sia loro somma:
(1,3) =v1 +v3 con vy € Vj e vz e Va.

Quindi f(1,3) = (2,0), ma f(1,3) = f(v1) + f(vs) = 1-v1 + 3-v3 da cui, mettendo insieme le

= 19 1 3
relazioni sottolineate: {21 igf}g _ g: gg Si trova subito: vy = 53 v3 = (5, 3
19 19 1 3 3 9
L’applicazi B i0 definit : -z |=1zz 5 5= \575 )
applicazione sara percio definita come f (2, 2) (27 2) f (2, 2) (2, 2)
Per come ¢ stata costruita, € anche chiaro che f & unica.
445. La matrice A ha autovalori A\y = 7 e Ay = —1. Avendo due autovalori di molteplicita 1 &

diagonalizzabile.
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451.

b. 1l polinomio caratteristico ¢ P(x) = x

Per A =i un autovettore & (1,0) Per A = —1 un autovettore ¢ (4, —1)
Quindi la diagonalizzazione di A ¢ P~'!AP = D con:

(1 4 _ i 0 (1 4 _
P—<0_1> D—<0_1>In01treP —<0_1>—P

Siha A= PDP~! dacui A9 = PD"P~!. Si ha immediatamente: D7 = ( ! _?97 >

Dato che %7 = %% =i e (—1)°7 = —1, allora D7 = < (Z) _01 )
Dato che D7 = D, anche A% = A
Associamo nei tre casi la matrice a un’applicazione lineare f : R* — IR?.

a. Il polinomio caratteristico ¢ 22 — 32 + 4 e ha le radici 4 e —1.
Gli autovalori sono reali e hanno molteplicita 1, quindi A ¢ diagonalizzabile sia come matrice
reale che come matrice complessa. Cerchiamo una base di autovettori:

Il sistema omogeneo associato alla matrice A — 41 = ( 72 _:23 ) ha le soluzioni

(y,y). Un autovettore ¢ (1,1).

Il sistema omogeneo associato alla matrice A + [ = ( ; g ) ha le soluzioni

(3t,—2t). Un autovettore & (3, —2).
Una base di autovettori & quindi per esempio (1, 1), (3, —2).

vettori trovati, per D la matrice diagonale degli autovalori P = 1 9 0 —1
nello stesso ordine.

Si ha: P~'AP = D, cioe A= PDP~! e anche A% = PD%P~1,

La matrice P ¢ gia stata determinata. L’inversa di P si calcola immediatamente e si ha

— 2/5 3/5 C 499 0
1 99 .
P = (1/5 1/5) . Inoltre D = < 0 1) Pertanto:

13\ (4% 0\ [2/5 3/5)_1 (2443 3.4 -3
99 _ 9 p-1 _ . . = —
AT =PDEP _(1 2) (0 1) (1/5 ~1/5) 75 \2:4% —2 3.49 42

2

Per P basta prendere la matrice delle coordinate degli auto-
(1 3) D= (4 0)

L’unico autovalore ¢ quindi 0 con molteplicita 2. L’autospazio si ricava risolvendo il sistema
omogeneo associato alla matrice A—0I = A. Dato che questo sistema ha evidentemente co!
soluzioni, allora (V5) ha dimensione 1 ed & diversa dalla molteplicita, quindi non esiste base
di autovettori e A non e diagonalizzabile né come matrice reale, né come matrice complessa.

c. Il polinomio caratteristico & 22 — 2z + 2 e ha le radici A = 14 entrambe con molteplicita 1,
quindi A non e diagonalizzabile come matrice reale, ma lo € come matrice complessa, dato
che ha due autovalori distinti.

Il sistema lineare omogeneo associato alla matrice A — (1 +4)7 ha tra le
soluzioni (4, 1). Questo & una autovettore.

L’autovalore e il coniugato del precedente, un autovettore e il coniugato
del precedente, (—i,1).

Una base di autovettori ¢ quindi (4, 1), (=i, 1).

coordinate dei vettori mentre D & la matrice che ha nella P = 0 1—i

Per scrivere la matrice P basta mettere in colonna le . . .
( { z) D (1 +¢ 0 )
1 1

diagonale gli autovalori nell’ordine corrispondente.
Per calcolare A% scriviamo A = P-D-P~!. Dopo aver calcolato P~! si scrive:

99 proop_1_ [ —i\ [ 1+ 0 —i/2 1/2
AT =PDEP —(1 1)( 0o (1-02)\ i 12
Calcoliamo (1+1i)% = (\/iem'/‘l)gg = /22%8e3mi/4 = /2048 (— ? +i g) =249 (—1+414)

Analogamente (¢ il coniugato) (1 — )% = 29 (—1 —4). Pertanto:
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oo (1 —i\os (~1Hi O N1 /=i 1\ _ 4 (-1—i —1+i) (=i 1) _

A _<1 1)2 ( 0 —1-i)2\ i 1)7F \iei —1- i 1)~
—2 -2 -1 -1

_ 948 __ 949

- (% 2)- (0 5)

452. a. La matrice associata e quella dei coefficienti delle tre forme lineari che definiscono f.

5 2 =3 Si vede subito che il determinante di A & diverso da zero, quindi
A= 0 -1 0 0(A) = 3, per cui dim(Im (f)) = 3 e dim(ker(f) = 0. Quindi
2 2 0 ker(f) = {(0,0,0)} e l'unica sua base & vuota.
Inoltre Im (f) = IR? e una sua base & per esempio la canonica.
5—x 2 -3 5_n -3
b. det 0 —-1—-z 0 :(—1—x)det( ) = (-1—a)(2* — 52 + 6)
2 2 2

Gli autovalori sono quindi: Ay = =1 Ay =2 A3 = 3 tutti con molteplicita 1. Quindi f &
diagonalizzabile perché un’applicazione con tutti autovalori distinti lo € sempre.

Calcoliamo gli autovettori. Per ogni autovalore A gli autovettori sono le soluzioni del sistema
omogeneo associato alla matrice A — A\ che saranno senz’altro oo! in ciascuno dei tre casi:

A=-1 A=3 A=2
6 2 -3 2 2 -3 3 2 -3
A+I=10 0 0 A-3I=(0 —4 0 A-2I=0 -3 0
2 2 1 2 2 -3 2 2 =2
Una soluzione ¢ (—2,3,—2) Una soluzione ¢ (3,0, 2) Una soluzione ¢ (1,0, 1)

Il criterio fondamentale di diagonalizzabilita ci assicura che (anche senza verificarne la
lineare indipendenza) i tre vettori formano una base di IR® tutta fatta di autovettori:
(72a3a 72) ) (37072) ) (1,0, 1)

453. Esiste un’unica applicazione lineare che soddisfa le tre condizioni perché i tre vettori
(1,1,1), (0,1,0) , (0,1,1) costituiscono una base di IR*, dato che la matrice delle coordinate
dei tre vettori ha determinante diverso da zero (& triangolare inferiore a blocchi).

a. Per scrivere la matrice associata occorre conoscere f(1,0,0), f(0,1,0), f(0,0,1).
Esprimiamo quindi i vettori della base canonica come combinazione lineare dei vettori della
base su cui e definita f. Le combinazioni sono in questo caso evidenti:

Si ha: (100) (1,1,1) = (0,1,1) quindi:

e f(1,0,0) = f(1,1,1) — f(0,1,1) = (0,1,0) — (0,2,2) = (0,—1,—2)
* f(0,1,0) = (0,0,0) 07 0 (gia oto)
Si ha:  (0,0,1) =(0,1,1) — (0,1,0) quindi: Ao (1) 8 (2)
e £(0,0,1) = f(0,1,1) — f(0,1,0) = (0,2,2) — (0,0,0) = (0,2,2) B :2 0 2
Da qui la matrice. —r 0 0
b. Calcoliamo gli autovalori: det(A —xl) =det | —1 —x 2 = (2 —x)2?
-2 0 2—-=x

Quindi 0 e autovalore di molteplicita 2, ma A ha caratteristica 2, dato che le due ultime
righe sono linearmente indipendenti, quindi dim(Vy) = dim(ker(f)) = 1, pertanto f non &
diagonalizzabile.

454. a. Perché ((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1) & una base di IR*, dato che la matrice delle coordinate dei
tre vettori ha determinante diverso da zero (¢ triangolare superiore).

b. Per questo occorre conoscere la matrice associata A. Calcoliamo subito:

e f(1,0,0) = (1,0,—1) (dalla definizione) L2 -2
* £(0,1,0) = f(1,T,0) — f(1,0,0) = (3,3,0) - (1,0,~1 ) =231 A= 03 0
© £(0,0,1) = f(1,1,1) = f(1,1,0) = (1,3,2) — (373,0> =(=2,0,2) b2
Possiamo ora scrivere la matrice A e si ha: f(x,y,2) = (x +2y — 2z, 3y, —x +y + 22).

c. Calcoliamo il polinomio caratteristico di A:
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455. a.

. Come P possiamo prendere la matrice delle

11—z 2 -2 12 —9
det 0 3—-z 0 (39:)det< > = (3 —z)(2? — 32)
— -1 2—=x
-1 1 2—x
Gli autovalori sono quindi: A = 0 con molteplicita 1 ; A = 3 con molteplicita 2

Un autovettore per A = 0 si trova risolvendo il sistema omogeneo associato alla matrice che
ha oo! soluzioni e si trova (2,0, 1).

Per A = 3 lautovettore (1,1,0) ¢ evidente dalla definizione dell’applicazione, dato che
f(1,1,0) = (3,3,0), ma, avendo A = 3 molteplicita 2, & possibile che ce ne siano altri,
quindi risolviamo il sistema omogeneo associato alla matrice A — 3[. 1l sistema si riduce
immediatamente all’'unica equazione —z 41—z = 0 che ha co? soluzioni, tra cui una &, come
gia notato (1,1,0) e un’altra linearmente indipendente & per esempio (1,0, —1).

Abbiamo quindi la base di autovettori (2,0,1), (1,1,0), (1,0,—1)

La matrice e formata coi coefficienti delle forme lineari che definiscono f.
Per trovare ker f risolviamo il sistema omogeneo associato alla matrice, riducendola:

3 2 =3 3 2 =3 Le soluzioni sono
0 2 0 |Rs—R3s—(1/3)R1| O 2 0 1. ool e sono (z,0,2)
1 2 -1 0 4/3 0 al variare di z € R.

Il nucleo ha percid dimensione 1 e una base per ker f & per esempio : (1,0, 1).
L’immagine e generata dai vettori che hanno per coordinate le colonne della matrice, quindi
(3,0,1),(2,2,2),(—3,0,—1). Dato che dim(Im f) = dim(IR®) — dim(ker f) = 2, occorre
scartarne uno. Scartiamo il terzo che ¢ multiplo del primo.
Una base per Im f & quindi per esempio : (3,0,1),(2,2,2).

3—z 2 -3 3_ 4
Si ha: det 0 2—-=z 0 = (2—x)det (

1
1 2 —1—=x

Quindi gli autovalori sono: con molteplicita 1 con molteplicita 2.

° L’autovalore 0, avendo molteplicita 1 non crea problemi : dim(Vp) = 1.

-3
—1—=z

> = (2—2)(a?—22).

° La dimensione di V5 & data dal numero di soluzioni del si- 1 2 -3
stema omogeneo associato alla matrice A — 21, che ha evidentemente 00 0
00? soluzioni, quindi dim(V3) = 2. 1 2 -3

E ora chiaro che f & diagonalizzabile, dato che soddisfa il criterio di diagonalizzabilita.
Determiniamo una base per ciascun autospazio.
Com’e noto, se 0 ¢ autovalore, allora Vy = ker f, una base per V4 ¢ quindi (1,0, 1).

Una base per V5 si ottiene risolvendo il sistema omogeneo associato alla matrice A — 21 che
si riduce alla sola equazione z + 2y — 32 =0

Due soluzioni linearmente indipendenti sono: (3,0,1), (2,—1,0).

Mettendo insieme i tre vettori, il criterio fondamentale di diagonalizzabilita ci assicura che
(anche senza verificarne la lineare indipendenza) i tre vettori formano una base di R? tutta
fatta di autovettori: B: (1,0,1),(3,0,1),(2,—1,0).

coordinate dei tre vettori della base di au- L3 2 o
_ \ - della . P=(0 0 -1 |D=[0 2 0
tovettori. D ¢ la matrice diagonale degli 1 1 0 00 2

autovalori, nell’ordine corrispondente.

456. Per definire completamente f occorre conoscere le immagini dei vettori di una base di IR.
Sappiamo gia dalle condizioni che f(0,1,1) = (2,0,4) e f(1,0,2) = (0,0,0), quindi occorre un
terzo vettore v in modo che (0,1,1), (1,0, 2), v sia base per IR*, e per questo basta che i vettori
siano linearmente indipendenti (dato che sono tre vettori). Scegliamo per esempio v = (0,0, 1).
I tre vettori sono linearmente indipendenti perché la matrice delle coordinate dei tre vettori ha
determinante diverso da zero. Affinché —3 sia autovalore basta porre f(0,0,1) = (0,0, —3). In
questo modo 'applicazione ¢ completamente definita dalle tre relazioni
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457.

£(0,1,1) = (2,0,4) £(1,0,2) = (0,0,0) £(0,0,1) = —(0,0,-3),
Per vedere se f ¢ diagonalizzabile occorre innanzitutto scriverne la matrice associata e per
questo basta calcolare:

£(0,0,1) = (0,0,—3) ¢ stato appena definito 0 2
£(0,1,0) = f(0,1,1) — f(0,0,1) = (2,0,4) — (0,0,—-3) = (2,0,7) 0 0 O
f(1,0,0) = f(1,0,2) — 2f(0,0,1) = (0,0,0) — (0,0,—6) = (0,0,6) 6 7

11 polinomio caratteristico ¢ imediato ed & (—3 — z)(z?)

Il secondo autovalore & A = 0 con molteplicita 2. L’autospazio relativo e 012
ker(f), ma, dato che la matrice ha caratteristica 2 (il minore 2x 2 inquadrato 00 0
¢ non nullo), allora dim(ker(f)) = 3—2 = 1, quindi f non ¢ diagonalizzabile. 6

a. Basta risolvere il sistema omogeneo associato ad A:
2z = 0

2w+y+2:—t = 0 yifz—t - 8Ez—>E2—E3 2z+—t2t - 8
20 +y+t =0 Yy = Y =

Le soluzioni sono quindi co® e sono (0, —t, t, t).
I vettori del nucleo sono pertanto i multipli di (0, —1,1,1) che ne costituisce una base.

b. Si ha: dim(Im (f)) = dim(IR*) — dim(ker(f)) = 3
Un sistema di generatori per I'immagine si puo ricavare dalle colonne di A ed & costituito
dai seguenti quattro vettori:
(27 735 27 2) ) (07 07 1a 1) ) (05 Oa 27 O) ) (07 07 717 1)
Dato che Im (f) ha dimensione 3, occore scartarne uno, per esempio (0,0, —1,1) (differenza
tra il secondo e il terzo). Quindi una base per Im (f) & (2,-3,2,2), (0,0,1,1), (0,0,2,0),
vettori che, come e possibile verificare, sono linearmente indipendenti.

¢. Vediamo se esistono a, b, ¢ € IR tali che a(2,-3,2,2) + b(0,0,1,1) + ¢(0,0,2,0) = (1,0,0,0),
cioe tali che abbia soluzioni il sistema lineare 4 x 3 associato alla matrice seguente

_§ 8 8 (1) Evidentemente il sistema non ha soluzioni perché le prime due
9 1 9200 equazioni sono 2a =1 e —3a = 0.

2 1 0lo Quindi vy ¢Im (f)

Analogamente vediamo se ha soluzioni il sistema lineare associato alla matrice seguente

2 0 010 Eliminando le prima equazione proporzionale alla seconda si ot-
-3 0 010 tiene un sistema 3 x 3. La sua matrice dei coefficienti ha determi-

2 1 2|0 nante diverso da 0 e il sistema ha una soluzione.

2 1 0|1 Quindi vg € Im (f)

d. T vettori dello spazio W sono (0,0, a,b). Calcoliamo f(0,0,a,b): Si ottiene (0,0,2a — b, b).
b

50—b "1 quindi ab = 2ab—b?,

cio¢ a(a — b) = 0. Gli autovettori sono per a =0 (0,0,0,1) epera=5b (0,0,1,1).

2—x 0 0 0

-3 —xz 0 0 . . ..

e. det 9 1 9-2 —1 =(2—a)(—2)(2 —z)(1 — x) Gli autovalori sono quindi:
2 1 0 1—=x

A1 =2 molteplicita: 2 1 < dim(V3) <2 dim(V3) =1

A2 =0 molteplicita: 1 1 <dim(Vp) <1 dim(Vp) =1

Az =1 molteplicita: 1 1 <dim(V;) <1 = dim(Vy)=1

Quindi ¢ autovettore se e solo se sono proporzionali cioe se

2

)

=
=

Il criterio di diagonalizzabilita e verificato per Ay = 0 e per A3 = 1. Per dimostrare che f e
diagonalizzabile occorre verificare che dim(V3) = 2.

Riduciamo la matrice A — 21 per calcolare le soluzioni del sistema omogeneo asso-
ciato.
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000 0
=3 -2 0 0 | (3 -2 00 0, 2, (=3 =2 0 0
2 1 0 -1 [Hame 2 1 0 —1)™ 7Tl g —1/3 0 -1
2 10 -1 )fhelu

Le soluzioni sono co? e sono (2t, —3t, z,t) che si scrivono anche come:
t(2,-3,0,1)+2(0,0,1,0), quindi i due vettori (2,—3,0,1), (0,0, 1,0) costituiscono una base
per V5 che ha dimensione 2.

Possiamo ora concludere che f e diagonalizzabile.

A2 = 0| Una base per V; & gia stata trovata, dato che Vi = ker(f). La base & (0,—1,1,1).

A3 = 1| Occorrono le soluzioni del sistema omogeneo associato alla matrice A — I.

10 0 0 1 00 O 1 00 0
310 0| TRty 10 0| Ry R R [0 -1 0 0
2 11 -1t 00 11—l Ry Ra+ Ry |0 001 -1
2 1.0 o) " \o 1.0 o0 0 00 0
Le soluzioni sono ora evidenti e sono (0,0, t,¢). Una base per V1 ¢ quindi (0,0,1,1).
Una base di autovettori & pertanto: (2,—3,0,1), (0,0,1,0), -1,1,1), (0,0,1,1)
f. P e D si ricavano immediatamente e sono: 2 O 0 0 2000
g. Il vettore (0,0,0,1) ¢ differenza di autovettori, _ |30 -10 D= 0200
cioe (0,0,0,1) = (0,0,1,1) — (0,0, 1,0), quindi: 01 11 0000
10 11 0001

f2001 (07 07 Oa 1) = f2001 (07 Oa 1) 1) - f2001(0a 0, ]-7 0)
ma f2001 (0,0,1,1) = 12001(0, 0,1,1) ]”2001(07 0,1,0) = 22001(07 0,1,0).
Quindi f20°(0,0,0,1) = (0,0,1,1) - (0,0,2%°1,0) = (0,0, 1 — 22001, 1)

458. La matrice A ¢ diagonalizzabile perché ¢ simmetrica. Per lavorare su A, associamo la matrice

A a un’applicazione lineare f : R* — IR*. Non & necessario calcolare il polinomio caratteristico
perché evidentemente A ha caratteristica 1, quindi det(A) = 0 e 0 ¢ autovalore. Inoltre Vj
¢ definito dall’equazione = + 2y — z + ¢t = 0, quindi V5 ha dimensione 3 (e pertanto 0 ha
molteplicita 3). Una sua base & per esempio (2,—1,0,0),(0,1,2,0),(0,0,1,1).
Per quanto riguarda ’altro autovettore, la matrice & simmetrica, ha tutte le righe proporzionali
e le colonne identiche alle righe. Si vede quindi subito che ognuna delle righe o delle colonne (per
esempio (1,2,—1,1)) & autovettore. Calcolando f(1,2,—1,1) si ottiene (7,14, —7,7), quindi
I’autovalore e 7.

La matrice P si ottiene mettendo le coordi- 2 00 1 0 0 0 O
nate dei vettori in colonna e la matrice Dela , [ -1 1 0 2 D 0 00 O
matrice diagonale che ha nella diagonale tutti 0 2 1 -1 0 0 0O
gli autovalori nell’ordine corrispondente. 0 0 1 1 0 0 0 7

459. a. Conviene associare A a un’applicazione lineare f : €* — @3. Il polinomio caratteristico &

(r —i)?(x +1) e ha le radici A =i e A = —i con molteplicita rispettivamente 2 e 1.

° Risolvendo il sistema lineare omogeneo associato alla matrice A — i[ si trova
Vi = L{(1,1 —4,0), (0,1,1)}.

e | A= —i |Risolvendo il sistema lineare omogeneo associato alla matrice A + il si trova:
Ves = L{(1,1+4,0))

Quindi f e diagonalizzabile, dato che, per matrici complesse, il criterio di diagonalizzabilita

si riduce alla condizione che per ogni A si abbia dim(V)) = molteplicita(\)

Una base di autovettori e quindi (1,1 —4,0),(0,1,1),(1,1+¢,0).

La matrice P si ottiene mettendo le coordi-

nate dei vettori in colonna e la matrice D ¢ la 1 . 0 1 . ‘ 0 0
. . . . P=|1—4¢ 1 144 D=10 =1 0
matrice diagonale che ha nella diagonale tutti 0 1 0 00 —i

gli autovalori nell’ordine corrispondente.
460. a. Siha: £(1,0,0) = (—1,k,3)
Scriviamo:  (0,1,0) = a(1,0,0) 4+ b(0,2,—1) + ¢(0,1,1) da cui:
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{0=a ; 1=2b+c ; 0=-b+c} a=0;b=1/3; ¢=1/3 quindi:
f(0,1,0) = (1/3)f(0,2,—1) + (1/3) f(0,1,1) = (0,1, 3).

Analogamente: (0,0,1) = a(1,0,0) + b(0,2, —1) + ¢(0,1, 1) da cui:

{0=a ; 0=2b+c¢c ; 1=-=b+c} a=0;b=-1/3; ¢c=2/3 quindi:

£(0,1,0) = (=1/3)£(0,2, ~1) + (2/3) £(0,1,1) = (0,2,2). L0
La matrice € pertanto quella a lato g é ;
b. 1l polinomio caratteristico & (—1 — z)(z? — 3z — 4).

Gli autovalori sono quindi A\; = 4 con molteplicita 1 e A\ = —1 con molteplicita 2.

Per sapere se ¢ diagonalizzabile occorre controllare se dim(V_;) = 2. Esa- 0 0 0
miniamo la matrice A 4+ I. Si vede subito che ha caratteristica 1 solo per k 2 2
k = 2, quindi solo per questo valore dim(V_;) = 2 e f & diagonalizzabile. 3 3 3

461. a. Siha:  f(Z1) + f(&2) =Z1 AT+ T AW f(# + &) = (&1 + Ta) AW
e coincidono per la distributivita del prodotto vettore.
Analogamente af(Z) = a(@ N W) f(aZ) = (aZ) AW quindi coincidono.

Come & noto & A = 0 se e solo se & & multiplo di @, quindi ker(f) = L{w}.
Dato che il nucleo ha dimensione 1, I'immagine ha dimendsione 2, quindi per averne una base
basta trovarne due vettori linearmente indipendenti. Per esempio f(7) = 7AW = (0,3,2) e
f(j) =JANW = (_3707_1)'

b. Identifichiamo V3 con IR? nel modo standard. Per calcolare la matrice associata occorrono
F@), £(7), f(K). Abbiamo gid calcolato f(7) e f(7). Si ha poi f(k) = (=2,1,0).

Quindi si ricava la matrice associata che e antisimmetrica. Il polinomio 0 -3 -2
caratteristico ¢ —z3 — 122. Dato che c¢’¢ un solo autovalore reale e dato 3 0 1
che V5 ¢ un IR-spazio, allora f non ¢ diagonalizzabile. 2 -1 0

462. Affinché esista un’unica f lineare occorre innanzitutto che  (1,2,0,0),(0,0,1,1),(0,1,0,0), v
sia una base per IR* e per questo basta che i vettori siano linearmente indipendenti (dato che
sono quattro vettori). Scegliamo percid un vettore v, che puod essere scelto tra quelli della
base canonica, in modo che i quattro vettori siano linearmente indipendenti. Per esempio
v = (0,0,0,1). T quattro vettori sono linearmente indipendenti perché , dato che la matrice
delle coordinate dei quattro vettori ha determinante diverso da zero.

Affinché —2 sia autovalore basta porre f(v) = —2v. In questo modo Iapplicazione ¢ comple-
tamente definita.

Per vedere se f e diagonalizzabile occorre innanzitutto scriverne la matrice associata e per
questo basta calcolare:

£(0,1,0,0) = (1,2,0,0) gia noto

£(0,0,0,1) = (0,0,0,—2) & stato appena definito

£(0,0,1,0) = f(0,0,1,1) — (0,0,0,1) = (1,0,0,0) — (0,0,0 — 2) = (1,0, 0, 2)

£(1,0,0,0) = £(1,2,0,0) — 2£(0,1,0,0) = (3,6,0,0) — (2,4,0,0) = (1,2,0,0)

Quindi si ha la matrice associata. Calcoliamone il polinomio caratteri- 1 1 1 0
stico usando il fatto che & una matrice triangolare superiore a blocchi: 2 2 0 0
_ 1—x 1 —x 0 g 9 0 00 O
P(w)—det( 9 2_x>-det<2 _2_$)—(x — 3z)(z* 4 2x) 00 2 -2
I primi due autovalori sono quindi Ay = 3 e Ay = —2 entrambi con molteplicita 1.
Il terzo autovalore € A3 = 0 con molteplicita 2. L’autospazio relativo 111 1 0
¢ ker(f), ma, dato che la matrice ha caratteristica 3 (il minore 3 x 3 212 0 0
inquadrato ¢ non nullo), allora dim(ker(f)) =4—3 = 1, quindi f non 0 00 0
¢ diagonalizzabile. 0|0 2 =2

463. Per lavorare sulle matrici, le associamo a un’applicazione lineare f : IR" — IR".

a. Evidentemente A ha caratteristica 1, quindi det(A) = 0 e A; = 0 ¢ autovalore. L’autospazio
relativo e definito dall’equazione x1 + x + - -+ + x,, = 0, quindi Vj ha dimensione n — 1 (e
pertanto 0 ha molteplicita almeno n — 1). Una sua base ¢ per esempio
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(1,-1,0,...,0),(0,1,-1,...,0),...,(0,...0,1,—1,0),(0,...,0,1, —1).

E anche chiaro che (1,1,1,...,1) & autovettore dato che f(1,1,1,...,1) = (n,n,n,...,n) e
che quindi n e P'altro autovalore e ha molteplicita 1. In conclusione:

Il polinomio caratteristico ¢ +(A — n)A" "1 (col segno 4 a seconda che n sia pari o dispari)
e una base di autovettori ¢ per esempio

(1,—1,0,...,0),(0,1,—1,...,0),...,(0,...0,1,—1,0),(0,...,0,1,—1),(1,1,1,...,1).
1 0 0 0 1 o 0 ... ... 0
—1 1 0 0 1 0 0O ... ... 0
P= 0 -1 1 0 1 D= e
o o ... 0 -1 1 0O ... ... 0 =n
b. Dato che B + I = A ha caratteristica 1 , allora Ay = —1 & autovalore e come sopra ha
molteplicitd n — 1. Analogamente (1,1,1,...,1) ¢ autovettore, ma stavolta lautovalore ¢
A2 = n — 1 con molteplicita 1.
L’autospazio relativo a Ay = —1 & definito, come in A, dall’equazione x1 +zs + -+ x, =0
e ha quindi dimensione n — 1. Una sua base ¢ la stessa trovata per V[ in A.
Analogamente (1,1,1,...,1) & autovettore relativo -1 0 ... ... 0
a)\gzn—l. 0o -1 ... 0
Una base di autovettori ¢ per esempio la stessa de- D = Cee e e
terminata per A. 0o ... ... -1 0
P ¢ la stessa trovata per A, D ¢ invece quella a lato. 0 ... ... 0 n—1

464. Assoceremo ogni volta A e B a un’applicazione lineare f : IR®> — IR?® tramite la base canonica.

A. Tl polinomio caratteristico & (x — 1)(2% — b?). Gli autovalori sono 1,b, —b. A seconda della
possibilita che coincidano, si possono considerare quattro casi diversi:

a. |b#£0,1,—1 |1 tre autovalori sono distinti quindi A ¢ diagonalizzabile.
b. L’autovalore A = 0 ha molteplicita 2. Ma o(A—0I) = 1 per ogni a. e quindi

dim(Vp) = 3 — o(A — 0) = 2. In conclusione, se b = 0, A ¢ diagonalizzabile per ogni a.

c. L’autovalore A = 1 ha molteplicita 2. Come si verifica subito, la caratteri-

sticadi A—1/elsea=—1ede2sea# —1. Quindi A ¢ diagonalizzabile se a = —1 e
non se a # —1.

d. L’autovalore A = 1 ha molteplicita 2. Come si verifica subito, la caratteri-

sticadi A+ 1l e¢2sea=1ede2seaz#1. Quindi A ¢ diagonalizzabile se ¢ = 1 e non
se a # 1.

B. 1l polinomio caratteristico ¢ (z —1)(z —a)(z —b). Gli autovalori sono 1, a,b. A seconda della
possibilita che coincidano, si possono considerare cinque casi diversi (che, come vedremo,
diventano poi sette):

a. ‘a #1,b#£1lea# b‘ I tre autovalori sono distinti e quindi B ¢ diagonalizzabile.

b. ‘ a=leb#1 ‘ L’autovalore A = 1 ha molteplicita 2. Come si calcola subito, V; =

L{(0,1,0)} e ha dimensione 1 per cui B non & diagonalizzabile, per ogni b # 1.

c. | a=1leb=1 | L’autovalore A = 1 ha molteplicita 3. Come sopra, perdo V; =

L{(0,1,0)} e ha dimensione 1 per cui B non ¢ diagonalizzabile.

d. ‘ b=1lea#1 ‘ L’autovalore A = 1 ha molteplicita 2. Come si calcola subito, V; ¢

definito dal sistema lineare {x + (¢ — 1)y = 0; (a + 1)z = 0}. Occorre quindi distinguere
altri due casi:

dl. ‘ a=—-1leb=1 ‘ Lo spazio V; ha dimensione 2, quindi B ¢ diagonalizzabile.

d2. ‘ a#xl,—-leb=1 ‘ Lo spazio V; ha dimensione 1, quindi B non ¢ diagonalizzabile.

2005/06




Applicazioni lineari e diagonalizzazione - Risposte pagina 57 di 75

e.| a=b |e|a,b# 1] (caso gia considerato al punto c.). Ab
Allora V,, ¢ definito dal sistema {z = 0; (a+ 1)z = 0}.
Distinguiamo quindi altri due casi:

el. ‘ a=—-1leb=-1 ‘ Allora V_; ha dimensione 2, quindi

B ¢ diagonalizzabile. ‘

e2. ‘ at—-leb=a ‘ (ma sempre ). Allora V, ha 1

dimensione 1, quindi B non e diagonalizzabile. 1
e La situazione puo essere riassunta nello schema disegnato, /

nel quale le zone in grigio corrispondono alle coppie (a,b)

per cui B non e diagonalizzabile.

VQJ

465. a. Il polinomio caratteristico & 22 — cos? @ — sin? @ = 22 — 1 e non dipende da #. Dato che A
ha due autovalori distinti, allora ¢ sempre diagonalizzazbile.

b. Si ha:

0—1 in6 . . I
A-17=( st . Il sistema omogeneo associato ha co! soluzioni. Una
sin 0 —cosf —1

soluzione ¢ (sinf , 1 —cos#). Questo vettore genera V;. Un’altro generatore (proporzionale
al primo, anche se non in modo evidente) & (1 + cos@ , sinf).

A+ 11 = 0959 + sin 6 . 11 sistema omogeneo associato ha oo! soluzioni.
sin 0 —cosf+1
Una soluzione ¢ (sinf , —1 — cosf). Questo vettore genera V_;. Un’altro generatore

(proporzionale al primo, anche se non in modo evidente) ¢ (cosf — 1, sin#).
Gli autovettori sono quelli dei due autospazi (escluso naturalmente il vettore nullo).

c. Come si vede dal disegno, il vettore f(7) forma angolo L ——coso —+

a=m/2—6 con J eugualmente il vettore f( J) forma J

angolo a = /2 —6 con 7, quindi 7, " sono stati riflessi f(T)
attorno alla bisettrice dei vettori 7’e f(%), cioe¢ del vettore
che forma un angolo di #/2 con 7. Di conseguenza gli
autovettori relativi a A = 1 sono i vettori direzionali della sng | @
retta r attorno a cui la f riflette. Un vettore direzionale
per la bisettrice r si puo trovare sommando 7 con f(7) 6
(dato che hanno lo stesso modulo e cioe 1) ed ¢ percio i
(1,0) 4 (cos @, sinf) = (1 + cos@ , sind), che ¢, come -
abbiamo visto, autovettore per A = 1. Gli autovettori
relativi a A = —1 sono quelli ortogonali alla retta r, visto  _gggg f(7)
che in riflessione sono trasformati nel loro opposto. In
effetti, come si verifica subito, gli autovettori relativi a
A = —1 sono ortogonali agli autovettori relativi a A = 1. .

466. Identifichiamo M,y con IR mediante Pappiattimento per ri-

ghe e scriviamo la matrice associata a f, quindi calcoliamo 00 -1 0

10\ (01 O
oo)=\oo)cte “loo -1 o
Si scrive cosi subito la matrice A associata a f tramite la base 0 0 1 0

canonica. Il polinomio caratteristico & 2%(z + 1)(x — 1).
Per trovare gli autospazi basta risolvere i sistemi omogenei associati alle matrici A —1 , A+ 1,
A e interpretare i risultati come elementi di una matrice 4 x 4 . Gli autospazi sono:

oef(00)-(8 1)) meel(3 )} ee{(5 )

Le quattro matrici formano quindi una base di autovettori.
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Avvertenza sull’uso dei simboli + e F : Faremo largo uso di questi simboli, ma avvertiamo
che il loro uso € comodo, ma piuttosto delicato. Il loro significato varia a seconda del contesto.

7

e Espressioni del tipo “Le rette sono y = £2z 7 e “per k = +1” significano rispettivamente
“Le rette sono y =2xr ey = —22" e “Per k=10 k= —-1".

e Espressioni del tipo “tranne i punti (£1,0) ” e “per k # +1” significano rispettivamente
“tranne 1 punti (1,0) e (—=1,0)" e “Per k # 1 e k # —17.

e Quando compaiono diversi simboli + in uno stesso ambito si intende (salvo diverso avviso)
che siano correlati, cioe che quando uno assume il valore +, lo assumano anche gli altri.

e Esempio: “I punti (£2,4+/5)” significa “I punti (2,v/5) e (=2, —/5).

e Il simbolo F si usa sempre solo in correlazione con dei + o con altri F e si intende che assuma
il valore — quando i 4+ assumono il valore + e viceversa.

e Esempio: “Le rette y = (+2 F /3)” significa “Le rette y = (2 —v3) ey = (=2 + V/3) 7.

e Esempio: “Per t = £3 si ottengono i punti (+2, :|:\/§)” significa “Per t = 3 si ottiene il punto
(2,—V/3) e per t = —3 si ottiene il punto (—2,+/3)".

e Bisogna soprattutto prestare attenzione a manipolare equazioni o espressioni contenenti di-
versi simboli + o F.

e Esempio: —(14+/2) + 32 diventa —1 F v/2 4 3z e 'equazione (v2 + v/3)y + (V5 F v2) =0
—V5£V2
V23

diventa y =

Geometria lineare nel piano

501. a. Vettori direzionali sono (B — A) = (3, —2) e tutti i suoi multipli.
r=—-1+3t
y= 3—-2t

r=2-3t

Una rappresentazione parametrica ¢ per esempio { =142

. Un altra ¢ {

T =2
= oppure {y —1-2
c¢. Un suo punto ¢ (4,0), un altro & (1, —1). Un vettore direzionale ¢ per esempio (3,1) (orto-
gonale al vettore normale della retta che ¢ 77 = (1, —3)).

b. Per esempio {3;

Una rappresentazione parametrica ¢ z=4+3t  Unaltrae {© 1+ 3t
502. Ponendo = = 0 si trova ¢t = —1/2, quindi la sua intersezione con
x =0 ¢ (0,-5/2). Analogamente la sua intersezione con y = 0 & T = 0+ ot
(5,0). Basta quindi scrivere la retta passante per (0, —5/2) e con y =-5/2+5/2t

vettore direzionale (5,0) — (0, —5/2) = (5,5/2)
Per t = 1/2 si ha ora il punto della divisione di AB in due parti cioe M (5/2,—5/4).
Per t =1/3 e t = 2/3 si hanno i punti della divisione di AB in tre parti cioe M;(5/3,—5/3) e
M>(10/3, —5/6).

503. Le rette r; e ro coincidono perché hanno gli stessi vettori direzionali e il punto (1,—1) di
sta su o (per t = —1).
Le rette s e s non coincidono, pur avendo gli stessi vettori direzionali, perché il punto (—2,2)
di s1 non sta su ss.

504. Basta scrivere le rette nella forma y = max + n, cosa possibile per tutte tranne per la c. , che
ha quindi coefficiente angolare infinito. Quindi

a. y=2zx—4 m =2 b. y=0-2—14 m =20 c. =10 m = 00
d —lm m—1 e —lx—§—7 m—1 f —lx—l m—1
Y73 ~ 3 YT TE ~5 V=3 ~3
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505.

506.

507.

508.

509.

510.

o11.

Il sistema lineare 3 x 2 delle equazioni delle tre rette € associato alla matrice 1 —-2]-3
e, riducendolo con l'algoritmo di Gauss si vede che ha l'unica soluzione 3 1] -2
(=1,1), quindi le tre rette appartengono a un fascio e il centro ¢ (—1,1). 1 —6| -7
1l sistema lineare 3 x 2 delle equazioni delle tre rette & associato alla matrice. La matrice 3 x 3

ha determinante 2 + 2k — 4k? ed ¢ quindi zero per k = —1/2 e k = 1.

Per k # —1/2, 1 il sistema non ha soluzioni (dato che la caratteristica 2k -k |1
della matrice completa ¢ 3), quindi le rette non si intersecano in un 2 —k1|0
punto e non sono tutte parallele, perché le due colonne dei coefficienti —2k 1)1
sono proporzionali solo per k = 1, quindi non costituiscono un fascio.

Per k = —1/2 il sistema ha una soluzione (—1/3, 4/3), quindi le rette costituiscono un fascio

proprio con questo centro.
Per k£ = 1 sono tutte parallele con vettore normale 77 = (2, —1) e costituiscono quindi un fascio
improprio di rette parallele.

a. Il vettore normale ¢ (1, 3k), quindi un vettore direzionale & (3k, —1). Occorre che (3k, —1) e

3 -1
(2,1) siano proporzionali, cioé che 5 =1 quindi che si abbia k = —2/3.

b. Evidentemente per k£ = 0 si ha una retta parallela all’asse y, mentre per nessun k si ha una

retta parallela all’asse x.
La famiglia ¢ un fascio perché si scrive (z +2) + k(3y — 5), ma incompleto, dato che dipende
da un parametro anziché da due proporzionali e infatti manca la retta parallela all’asse ).

c. Visto che la famiglia ¢ un fascio (benché incompleto), basta intersecarne due rette distinte,
per esempio z+2 =0 (per k =0) e z+3y —3 =0 (per k = 1) e si trova subito C(—2,5/3).

5k —2
d. Le rette intersecano gli assi nei punti (0, 3—k> e (5k — 2,0). T triangolo & rettangolo
-2
e i due cateti misurano rispettivamente e | 5k — 2| per cui l'area del triangolo ¢
5k — 2| | bk —2
| | ) | . Ponendola uguale a 7 si ricava 25k? — 10k +4 =| 42k |. Le due equazioni
di secondo grado sono:
31 £ /861
25k2 — 20k + 4 = 42k per k > 0 che ha le soluzioni k = —————
a1 . . 25
(entrambe accettabili perché entrambe positive). 11421
25k — 20k + 4 = —42k per k < 0 che ha le soluzioni k = — 5
(entrambe accettabili perché entrambe negative).
Parametrizziamo la retta: {x =t —2 ; y=1t¢}. I punti di » sono quindi (¢t — 2,¢)

11 triangolo sara, POA sara rettangolo in P se i vettori (P — O) e (P — A) sono ortogonali:
(P—0)=(t—2,1t) (P—A)=(t—12,1)

(P-0)-(P-A)=(t—-2t)-(t-12,t) = (t—2)(t—12) +t>=0

Si ha ’equazione 2t? — 14t 4+ 24 = 0 che ha le due soluzioni t; =4 e ty = 3.

I punti cercati si ottengono per questi due valori di ¢ e sono  Py(2,4) Py(1,3)

La retta passa per M(1/2, 1) (punto medio del segmento AB) e ha come vettore normale
il vettore (B — A) = (1,—6) e quindi ¢ 1(z — 1/2) — 6(y — 1) = 0 o anche, semplificando:
22— 12y + 11 = 0.

a. La retta passante per P = (1,1) e ortogonale ar : x—2y =1¢én: 2x+y = 3. Intersecando

le rette r e n si trova il punto M = (7/5, 1/5).
Il punto simmetrico & percio Py = 2M — P = (9/5,-3/5).

b. Oseerviamo che (1,1) sta sulla retta s :  + y = 2, quindi la retta simmetrica passa per il

punto P;(9/5,—3/5) trovato sopra. Inoltre passa per il punto intersezione delle due rette r
e s che & I(5/3,1/3). La retta & quindi sy : 21z + 3y = 36.
L’equazione & (z —y)(x — 3y)(x — 1) = 0, che & soddisfatta se e solo se 2 = y oppure © —3y =0
oppure x — 1 = 0.
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512. Le rette sono quelle del fascio ax + b(y — 1) = 0 il cui vettore normale forma angolo di 7/6 con
il vettore normale di y = 22 che ¢ (2,—1). Si deve quindi avere:

% = g dacui2|2a—0b|= V35 Va2 + b2 ed elevando a quadrato (& tutto
positivo): a? — 16ab — 116%> = 0 o anche (a/b)? — 16(a/b) — 11 = 0 (posso dividere per b perché
evidentemente non c’¢ alcuna soluzione accettabile con b = 0), da cui a/b = 8 & 5v/3, per
esempio a = 8 £ 5v/3 e b = 1 (tutte le altre soluzioni danno le stesse due rette con equazioni

proporzionali). Le rette sono pertanto: (8 4 5v/3)z +y = 1.
2v—y w+y-—1

5
situata nell’angolo minore conviene\/;erc‘) procedere in altro modo.
Un vettore direzionale per la prima retta & ¥(1,2), uno per la seconda & w(—1,1). Il loro
prodotto scalare e positivo, quindi formano un angolo acuto. Per avere il vettore bisettore
nell’angolo acuto li normalizziamo. Dato che ora hanno lo stesso modulo, la loro somma e

proprio il vettore bisettore.
(1»2)+(—171>_<L_L i_i>_ V25 2v2+ V5 g
V5 Ve \vE V2lVE Vv2) L Vio T Vio ) -~

Quindi come vettore direzionale per la retta bisettrice nell’angolo minore possiamo prendere
(\/_ -5, 2V2 + \/5) Inoltre la retta passa per il punto intersezione delle due rette che ¢
(1/3,2/3).

Per avere laltra bisettrice cambiamo verso a uno dei vettori direzionali delle due rette in modo
che formino un angolo ottuso: usando (1,2) e (1,—1) il prodotto scalare ¢ negativo, quindi
I’angolo e ottuso. Ripetendo la procedura otteniamo la retta bisettrice nell’angolo maggiore,
che ha vettore direzionale (\/5 +5,2v2 - \/E_)) e passa sempre per (1/3,2/3).
z=1/3+(V2FV5)t
y=2/3+(2v2+ V5t

” si ottiene la bisettrice dell’angolo maggiore.

513. Le bisettrici sono notoriamente . Per stabilire quale delle bisettrici sia

“

Le due rette sono { Con la scelta “ — + 7 si ottiene la bisettrice

dell’angolo minore, con la scelta “ 4 —

514. Parametrizziamo la retta 4o —3y+2: {x = 3t+1; y = 4t+2}. Il simmetrico di (3t+ 1,4t +2)
rispetto alla retta @ — 2y = 2 & (z0, yo) tale che:

St+14+2x0 4t+24yo 3t+ 1+ xo 24t—|—2+y0_

)ésux—Qychioé —

2 ’ 2 2 2
o (3t+1+4uwmp,4t+2+yo) € ortogonale a x — 2y = 2 cioe (3t + 1+ xg,4t+2+ 1) (2,1) = 0.
Dalle due relazioni si deduce {xg = 5t + 3, yo = —2} . Avendo tutti punti la stessa ordinata,

la distanza minima da (0, 0) si ottiene per t = —3/5. Il punto cercato &: P(—4/5,—2/5).

515. Si trova subito che P = (4,—1). Cerchiamo tra i punti della retta s : {z =2 —t; y = 3+ 2t}
quello che dista 5 da P(4, —1):
dist((Z —t,3+2t), (4, —1)) = 5 ha come soluzioni t = —2 4+ +/5 e si trovano i punti di s :

(4F V5, -1+ 2\/5) Dobbiamo ora trovare i punti di 7 le cui proiezioni su s sono appunto
questi due punti. Scriviamo quindi le rette ortogonali a s e passanti per questi due punti:

r =4F V542t
{y =-1+2V5+t
P{x = 455+ 2(F3V5/4) P{x = 475V5/2 D
"Ny =-1+£2V5+ (F3V5/4) 1y =-1+5V5/4 A 3
D

Intersecandole con 7 si ottiene t = F3v/5/4, da cui i punti cercati

516. Ci sono tre modi:
Se il parallelogramma ¢ ABCD;, possiamo trovare D; sommando i due
vettori (A—B) e (C'—B). Siottiene (D1 —B) = (4, —4), da cui D; = (5, —2). B
Se il parallelogramma ¢ CABDs, possiamo trovare Do sommando i due
vettori (B — A) e (C' — A). Si ottiene (Dy — A) = (7,2), da cui Dy = (7,2). C
Se il parallelogramma ¢ ACBDs, possiamo trovare D3 sommando i due
vettori (A—C) e (B—C). Siottiene (D3—C) = (—11,2), da cui D3 = (-5, 2). D,
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517.

Circonferenze nel piano

521.

922.

523.

524.

525.

Le tre mediane appartengono, come e noto, a un fascio il cui centro & il baricentro. Una
delle mediane ¢ la retta passante per A(aj,as) e per il punto medio del lato opposto che &
M ((by +c1)/2, (b2 + c2)/2).

Scriviamo la retta parametricamente in modo da ottenere A per t =0 e M per t = 1. Allora,
per un’altra nota proprieta del baricentro, esso ¢ situato a 2/3 della mediana, per cui lo si
a1 +bi+a a2+52+c2>

ottiene per t = 2/3. Eseguiti i conti, il baricentro & ( 3 , 3

La retta passante per (0,0) e ortogonale a quella data e s: {x =2t ; y= —3t}.
I centri delle circonferenze devono appartenere alla retta s e sono quindi
i punti del tipo (2¢t, —3t) che hanno distanza /5 da (0,0). Si scrive

V2t —0)2+ (3t —0)2 = /5, da cui V13t2 = /5 e quindi t = +,/5/13. r
T centri sono percio (£24/5/13 , F34/5/13) e le circonferenze sono:

(o 20/13)2+(yi\/m)2=5. 5 ©

I centri sono i punti dell’asse x cioe del tipo (¢, 0) che hanno distanza 1 da 2z—y = 0. Risolviamo

2(t) — (0
20— O] = 1: Si trova t = +1/5/2. Le circonferenze sono quindi: (z +v/5/2)% 4+ 42 = 1.

V5
I centri delle circonferenze cercate appartengono all’asse del segmento AB. L’asse ¢ la retta
passante per M = (A+ B)/2 = (0,1) e ortogonale a (B — A) = (4, —2).
Un vettore ortogonale a (B — A) ¢ (1,2), quindi 'asse ¢ {x =t ; y=2t+1}.
I centri sono punti dell’asse che hanno uguale distanza da r e da B(2,0), cioeé tali che

2t + 1) +2
[+ @t+D)+ |:\/(t—2)2+(2t+1—0)2. Si ricava t = 9 + 41/5.

Sostituendo nella retta si hanno i centri, sostituendo in una delle due distanze si ha il raggio.
In conclusione le circonferenze sono:

(x —9F4V5)%2 + (y — 19 F 8V/5)? = 90(9 + 4/5)
Completiamo i quadrati per determinare centro e raggio della circonferenza:
(2?2422 4+1) + (y* + 8y +16) =1+ 16 (x4+1)2+(y+4)2 =17
La circonferenza ha quindi centro (—1, —4) e raggio v/17.
Le rette passanti per (1,2) sono a(z — 1) + b(y — 2) = 0 (a,b non entrambi nulli). Calcoliamo
la loro distanza dal centro e imponiamo che sia V7.
[a(—=1—1)+b(—4 —2) |
Possiamo supporre b # 0 perché evidentemente non c¢’¢ alcuna soluzione con b = 0 (a parte
a = b = 0 che non da una retta). Dividendo per b%, 'equazione omogenea di secondo grado

2 V/
diventa 13 (%) —24 (%) — 19 =0 e ha le soluzioni % = %3391
Per esempio a = 124++1/391 e b = 13. Le rette sono quindi: (12++/391)(x —1)+13(y—2) = 0.
Tutte le altre soluzioni dell’equazione omogenea di secondo grado sono proporzionali e quindi

forniscono le stesse rette

Si ha: = /17 ovvero 13a? — 24ab — 19b% = 0.

11 centro della circonferenza ¢ sulla retta passante per B(1,0) e ortogonale a t. Questa retta
= t+1
=t

Il centro & percio tra i punti del tipo C(¢ + 1,¢) quello avente la stessa distanza da A e da B:
dist(A,C) = /(t+1—-02+(t—22=VE2 +2t+ 1+ 2 -4t +4 =22 -2t +5

dist(B,C) = \/(t + 1 —1)2 + (t — 0)2 = V2 + 12 = V212

Percio: V22 =20+ 5 =212 dacui 202 — 2t +5=2t2 e t = 5/2

7
Il centro & quindi C' (— é) Il raggio & la distanza tra A e C cioé V2t2 = /25/2 ~ 3.53.

ha vettore direzionale (1,1), quindi una sua rappresentazione parametrica &:

272
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526.

927.

928.

529.

530.

931

7\’ 5\> 25
L’equazione della circonferenza e (:z: — 5) + (y — 5) )

La circonferenza ha centro C' = (2,0) e raggio R = 2.
Le rette sono quelle del fascio di centro P(4,—1) e cioe
del tipo a(z — 4) + by + 1) = 0 la cui distanza dal
centro ¢ V22 —12 = +/3. La distanza dal centro &
[a(2—4)+b(0+1) . | —2a +b |

, quindi si ha: ——— = /3, da

Vet - Va2

cui a® — 4ab — 2b? = 0. Risolvendo rispetto ad a si trova
a= (2:&\/6)1). Per esempio a =2+ v6 e b = 1.
Le rette sono: (2 ++6)(z —4) + (y+1) = 0.
Intersechiamo le due rette parallele con una retta qualunque, per esempio ’asse x e otteniamo

(1,0) e (3,0). L’asse della striscia & la retta passante per il punto medio di questi due punti e
parallela alle due date, cioe la retta y = 2z + 2 o anche {x =t ; y = 2t + 2}.

o

I centri sono i punti (¢, 2¢t+2) la cui distanza d da y = 2z+1

. . |2z —y+1] | 3z —y |
¢ uguale a quella da s. Cioe: =
¢ a V5 V10
2t — (2t + 2 1 3t— (2t +2
OVVEro: | (2t+2)+1] = | (2t +2) | Si trova

V5 V10

t =2++/2, da cui i centri. Il raggio & per entrambe la meta
della distanza di un punto della prima retta (per esempio
(1,0)) dalla seconda. Si trova R = 1/v/5.
Le circonferenze sono: (z — 2+ v/2)? + (y — 6 +2v/2)? = 1/5.
I centri delle circonferenze cercate appartengono alle due bisettrici delle rette. Le bisettrici
r+y+1 _i2x—y—4

V2 V5
sezioni tra l'asse y e le bisettrici, cioe (0,1 F v/10).
I raggi sono le distanze dei centri da una delle rette per esempio da z +y + 1 = 0 e sono
rispettivamente v/2 + /5 (peril “+7) e V2 -5 (per il “=7)
Le circonferenze sono quindi: 22+ (y — 1 £+/10)? = 7 F 2V/10.

sono: . Dato che i centri appartengono all’asse y, essi sono le inter-

r

La circonferenza ha come centro un punto della /(/A\ R=3

rettar:{z =t ; y=3t+2} che abbia distanza —\}#’f / ‘8 \

V8 = /32 — 1 dalla retta s. Ce ne sono quindi due s T A y .1 -

e sono (1,5) e (—1,—1). \ / ——t
R @/ 2

1
\
Le circonferenze SOno: = 3\J
(=124 y-57%*=9 (z+1)*+@y+1)>=9

Una delle intersezioni, dovendo essere punto della retta y = 2z ¢ del tipo P(t,2t). Il raggio
della circonferenza che passa per P e ha centro C'(3,0) ha come vettore direzionale (P — C)
cioe (t—3,2t). Questo & anche un vettore normale della retta tangente che ha percid equazione
(t —3)(x —t) + 2t(y — 2t) = 0. Imponendo che la tangente passi per il punto (—3,0) si ottiene
5t2 — 9 = 0, cioe t = £3/4/5. Il punto P & quindi uno di questi due: (+3/v/5, £6/v/5). 1l

raggio cercato ¢ il modulo del vettore (P — C), cioe R = \/(:tS/\/g - 3)2 + (iﬁ/\/g)2 .

Altro modo (pitt geometrico) Il punto P cercato ¢ il vertice
di un triangolo rettangolo di base (—3,0), (3,0) i cui cateti
sono il raggio e la tangente. Cioe P e all'intersezione tra la
retta y = 2z e la circonferenza di centro (0,0) e raggio 3
che ¢ 22 +y% = 9. Si trovano i due punti (£3/v/5, +6/v/5)

e si conclude come sopra.

tangente

=30 o (3,0

I vettori direzionali delle due rette sono #7(1,2) e U2(—1,3). Dato che il loro prodotto scalare
¢ positivo, normalizzandoli e sommandoli si ottiene un vettore direzionale per la bisettrice
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dell’angolo acuto.

12 1 3 V2—-1 2v/2+3
(%’ﬁ)Jr(_\/ﬁ’\/E)_(\/ﬁ ' /10 >0anche(\/§—1,2\/§—|—3).
Le due rette si intersecano in (0,0), quindi anche la bisettrice passa per 'origine e una sua
r=(v/2-1)t
y=(2v2+3)t
sono i punti della bisettrice che distano 2 da una di esse, per esempio dalla prima, cioe tali che:

(V2 — 1)t —2(2v/2 + 3)t | 2v/5 da cui 2/10—2v5 65+ 4\@)

rappresentazione parametrica ¢ percio: { . I centri delle circonferenze cercate

=2|t=+— . . + , £
V5 5 1 punti 5 5

Le circonferenze cercate hanno centro nei punti trovati e naturalmente raggio 2.
532. a. La distanza dei due centri ¢ v/5 e va confrontata con i due raggi 1 e R. Notiamo che il
centro della seconda circonferenza ¢ esterno alla prima perché la distanza tra (2,3) e (1,1)
& maggiore di 1. Quindi le due circonferenze sono esterne se R+ 1 < /5, etc.
In dettaglio:

Se R < /5 — 1 sono esterne. Se R = /5 — 1 sono tangenti esternamente.
Se v/b — 1 < R < /5 + 1 sono incidenti. Se R =+/5+1 sono tangenti internamente.
Se R>+v5+11a prima ¢ interna alla seconda.
b. Scriviamo il sistema (non lineare !) delle equazioni delle circonferenze. Sostituendo la se-
(x—1)2+(y—1)° =1
2x + 4y = 12 — R?
La retta 2244y = 12— R? & quella passante quindi per gli eventuali punti comuni alle due cir-
conferenze. Nei casi di tangenza (R = V5T 1) le rette tangenti sono quindi 2z +4y = 6+ V5.
c. Si procede esattamente come nel caso precedente e si scrive la retta ottenuta per R = 3 e
cioe 2x +4y =3

conda equazione con la differenza si ottiene il sistema equivalente {

533. Le circonferenze sono esterne e hanno centri rispettivamente C7(1,2) e Cy(1,—2) e raggi
R =+vV2e Ry = 1. Le due tangenti esterne si incontrano in un punto P tale che i trian-
goli PCT, e PC5T, siano simili, cioe tali che i triangoli PC1T7 e PCyT5 siano simili,

PO_ B g

0, " Ry nalo-

gamente le due esterne si incon-

trano in un punto () tale che i

triangoli QC1U; e QC5U; siano

PCl - Rl

PCy, Ry

cioe tali che

simili, cioe tali che

(stessa uguaglianza).

Dato che la retta congiungente i due centri ¢ {x = 1; y = t}, P e @ saranno del tipo (1,t)
e dall'uguaglianza si trova t = —6 + 4v/2. (Col segno “~” si ha Q). Ora basta condurre da
P e da @ le due rette tangenti a una qualunque delle due circonferenze e si hanno le quattro
tangenti comuni.

Due delle tangenti passano per P(1, —6—4+/2) e hanno coefficiente angolare m = 4+/47 + 32v/2;
le altre due passano per Q(1, —6 4+ 41/2) e hanno coefficiente angolare m = 4+/47 — 321/2.

Geometria lineare nello spazio

541. Un vettore normale al piano o ¢ @ = (1,—3,1).

a. Il piano parallelo € 1(z —0) —3(y — 1)+ 1(2 —2) =0, cloe  — 3y + 2+ 1 = 0.

b. Un piano per P ortogonale ad o ¢ a(z—0)+b(y—1)+c(2—2) = 0 con (a,b,c)-(1,-3,1) =0,
cioe a—3b+c = 0. Quindi ce ne sono infiniti; per esempio per (a, b, c) = (1,0, —1) otteniamo
x—z+2=0,per (a,b,¢) = (1,1,2) otteniamo = +y + 2z — 5 = 0.

c. La retta ha come vettore direzionale 77 e passa per P, quindi una sua rappresentazione
parametrica ¢ {x =04+t ; y=1-3t ; z=2+1t}
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544.

945.

546.

d. Occorre intersecare la retta r ottenuta in c. con a.
Sostituendo 7 in a: (t) —3(1 —=3t) + (2+¢) =0 da cui 11¢ = 1. Quindi per t = 1/11 si ha il
punto proiezione: Py = (1/11, 8/11, 23/11).

Un vettore direzionale per r ¢ ¢ = (2,1, —1).

a. E evidentemente {z =2t ; y=1+t ; z=2—1t}

b. Un vettore @f = (I, m,n) & ortogonale a @' se (I,m,n,)-(2,1,—1) =0 cioe se 2l +m —n = 0.
Quindi ci sono infinite rette passanti per P e ortogonali a r. Per esempio:

Scegliendo r = 0 Scegliendo z = 0+1
w=(0,1,1) y = 1+t w=(1,-1,1) y = 1—t
si ha la retta z = 2+t si ha la retta z = 2+t

c. Il piano passante per P e ortogonale ar ¢ 2(z—0)+1(y—1)—1(2—2) = 0, cioe 2z+y—2z+1 = 0.

d. Intersechiamo il piano trovato sopra con 7 sostituendo i punti di 7 nell’equazione del piano:
204+2t) + (1 +t) —(—t) +1 =0, da cui 6t +4 = 0. Per t = —2/3 otteniamo il punto
Py (-1/3,1/3, 2/3), proiezione ortogonale di P su r.

e. La distanza di P da r ¢ uguale alla distanza tra P e P;:
d=+/(0+1/3)2+(1—-1/3)2+(2—2/3)2 = \/7/3.

f. La retta cercata ¢ la retta passante per P e Pi:

x = 0+ (-1/3-0)t x = 0-1t/3 . x = 0+t
y = 1+(1/3-1)t <{y = 1-2t/3 Isrfjgitt‘;ef‘jsnpirggo' y = 1+2¢
z = 24(2/3-2)t z = 2—-4t/3 z = 2+4t

a. Per rappresentare parametricamente r occorre porre y = t, perché altrimenti non ¢ possibile
ricavare y per k = 0. La rappresntazione ¢ immediata.

b. Intersechiamo r con « sostituendo i punti di r nell’equazione del r = k-t
piano: (k —t) + 2(t) + (1 — k*t) = 0, da cui l'equazione di primo "* (¥ = t )
grado in t: (1 —k?)t = —k — 1. z = 1-kt

Se k # +1, 'equazione ha una soluzione, per cui la retta e il piano sono incidenti.

Per vedere se in qualche caso possono anche essere ortogonali vediamo se sono proporzionali
il vettore direzionale di 7 che & (—1, 1, —k?) e il vettore normale del piano (1,2, 1). Il rapporto
delle prime coordinate & —1, mentre quello delle seconde & 1/2, quindi per nessun valore di
k sono ortogonali.

Se k = 1, ’equazione non ha soluzioni, per cui la retta ¢ parallela al piano.

Se k = —1, l'equazione ¢ soddisfatta da ogni ¢, per cui la retta giace sul piano.

I vettori (B —A) = (2,0,1) e (B—C) = (2,2,—1) non sono paralleli per cui A, B,C non sono
allineati. Il piano dei tre punti ha come vettore normale (B—A)A(B—C) = (2,0,1)A(2,2,—-1) =
(—2,4,4) o anche (1, -2, -2).

Quindi il piano & 1(z = 0) = 2(y — 1) —2(2 — 0) =0 cioe = —2y —2z+2=0.

Modo 1: Larettaer : {x —y =0 ; y+2z—2 =0}, quindi il fascio di piani di asse r &
a(x —y) + by + z — 2) = 0. Tra questi piani, I'unico passante per (1,0, 3) si ottiene per a,b
tali che a(1 —0)+b(04+3—2) =0, ciod a+b =0, per esempio a =1 e b = —1, da cui il piano
r—2y—z+2=0.

Modo 2: Un vettore parallelo a r ¢ ¥ = (1,1, —1). Un punto di r & per esempio Py(0,0,2). Il
piano cercato ha come vettore normale 7 = 0 A (P — Py) cioe (1,1,—1) A((1,0,3) —(0,0,2)) =
(1,1,-1) A (1,0,1) = (1, -2, —1), quindi il piano & 1(z — 1) — 2(y — 0) — 1(z2 — 3) = 0 ovvero
r—2y—2+2=0.

Scriviamo le due rette in forma parametrica con due parametri diversi:

r =t r = —1+4u Interse- t = —-1+u t—u = -1
y = 1—t y = k—2u chiamole: 1—t = k—2u —t+2u = k-1
z =t z = 3—u ’ t = 3—u t+u = 3
Si vede subito che il sistema lineare 3 x 2 in ¢,u ha soluzione solo se k = 4. La soluzione &
t=1 ; w=2.1due valori forniscono su ciascuna delle rette lo stesso punto comune (1,0, 1).

T vettori direzionali delle due rette sono (1,—1,1) e (1,—2,—1). Un vettore normale per il piano
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e percio (1,—1,1) A (1,-2,-1) = (3,2, —1).
Quindi il piano ¢ 3(x — 1) +2(y — 0) — 1(z — 1) = 0, cioe 3x + 2y — z = 2.
Si tratta innanzitutto di determinare il numero di soluzioni del sistema lineare delle equazioni
dei tre piani che ¢ associato alla matrice seguente:

1 k2 1 —4

2 2 k+1 0 Riduciamo con Ry — Ry — 2R;:

0 2—-2k* 4k+3|k*+3

1 k> 1 —4 . 1 k> 1 —4

0 2—2k2 k—1| 8 R 0 2—2k2 k—1] 8

0 2-2k* 4k+3|k>+3 BT 0 00 3k44 k-5
Guardando la diagonale del sistema, si vede che & ridotto se k # 1,—1,—4/3, pertanto per
questi valori il sistema ha un’unica soluzione e i tre piani si intersecano in un solo punto.

Esaminiamo i tre casi particolari:
e Se k =1, allora la seconda equazione del sistema ridotto diventa 0 = 8, pertanto il sistema
non ha soluzione. Per capire come sono disposti i tre piani esaminiamoli:
arrc+y+z=-4 B:2r+2y+22=0 vy Tz=4
Si constata subito che « e 3 sono paralleli, mentre « incide o e 3 e per questo motivo i piani
non hanno punti in comune.

e Se k = —1, dalla matrice si vede subito che ha oco! soluzioni e 11

percio i piani costituiscono un fascio: esaminiamo allora i tre piani: 0 0 -2 8
arrc4+y+z=-4 B:2r+2y=0 vy —z=4 0 0

Le tre equazioni sono una rappresentazione cartesiana dell’asse del
fascio. Ne bastano due per avere una rappresentazione cartesiana
della retta: {22 4+ 2y = 0; —z = 4} . Una rappresentazione para-
metrica & {x = —t; y =t ; z = —4}; da essa si ricava subito un
vettore direzionale: ¥ = (—1,1,0)

e Se k = —4/3, l'ultima equazione ¢ 0 = —29/9, pertanto il sistema y 2
non ha soluzioni. Esaminando i tre piani «, 3,7, si vede subito che - -
essi non sono a due a due paralleli, cio significa che sono disposti
come in figura e per tale motivo non hanno punti a comune.

Parametrizziamo m {z =2t ; y=t ; z=0}. Un vettore parallelo a r ¢ quindi (2,1, 0).
a. Il piano ortogonale a r passante per P ¢ 2z +y — 2 = 0. Intersecandolo con r si trova il
4 2
punto proiezione su r che e <5, R O>.

Per quanto riguarda la proiezione su «, osserviamo che il punto P giace sul piano « e
pertanto la sua proiezione su « € P stesso.

b. Modo 1: Scriviamo il fascio di piani di asse : a(x —2y) +bz = 0. Questi piani hanno vettore

normale (a, —2a,b). Un vettore normale ad « & (1,—3,—1), quindi il piano del fascio che
proietta r su « & quello ortogonale ad «, cioe tale che (a, —2a,b) - (1,-3,—1) = 0.
Si trova 7a —b = 0. Per esempio a =1e b =7, da z—2y+7z = 0
cui il piano x — 2y + 7z = 0. La retta e quindi: z — 3y = z
Modo 2: L’intersezione tra r e o & (0,0,0). Un altro punto di & per esempio P(2,1,0). La
retta che proietta ortogonalmente P su o e {x = 2+t; y = 1—3t; z = 0—t}. L’intersezione
tra questa retta e o ¢ (23/11, 8/11, —1/11). La retta proiezione cercata ¢ quella passante
per questo punto e per (0,0,0), cioe {x = 23t ; y = 8 ; z = —t} (¢ ovviamente la stessa
trovata sopra).
La retta s & ortogonale sia a 7, = (1,2,1) che a v, = (1,1,1). Quindi come suo vettore
direzionale possiamo prendere il vettore v = (1,2,1) A (1,1,1) = (1,0,—1).
Inoltre la retta passa per il punto di intersezione di « e r che &

111 x = 1/4+t¢
P= (Z’Z’Z) La retta & quindi { y = 1/4
z = 1/4—t
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a. Un vettore direzionale di 7 & ¥ = (2,1, 3). Laretta s ¢ quindi {z =2t; y=1+1t; z = 3t}.
Intersechiamo 7 con il piano « passante per P(0,1,0) e ortogonale a r che ¢ 2z+y+32z—1 = 0.

4 2 1
Si trova il punto Py (?, 7 —?) La distanza tra le due rette
parallele & uguale a quella tra i punti P e P, che ¢ d = /6/7.
b. Il piano 3 € quello che passa per P ed & ortogonale al vettore

(PL—P)=(4/7, =5/7, =1/7) e cioe 4z — by — z+ 5 = 0.

E il modulo del vettore (C'— A) A (B — A) = (—=2,0,1) A (=1, —1,3) = (1,5,2) e ciod v/30.
b. Come si vede dalla figura si deve avere B S
(S—A)=(B—-A)+(C-A)
Quindi (S — A) = (=1,-1,3) + (=2,0,1) = (=3, —1,4)
dacui S=(2,1,0)+(-3,—-1,4) = (-1,0,4)
c. Il volume del parallelepipedo ¢ come noto il valore assoluto del prodotto misto dei tre vettori.
Poniamo D = (¢, 0,0). Si deve avere | (B—A)A(C —A)-(D— A) |= 3. 1l vettore (B — A)
& gia stato calcolato ed & (—1,—5,—2), quindi: | (=1 —=5,-2) - (zo — 2,—1,0) |= 3 da cui
| —20+2+5|=3 x9=+3+7. Quindi i punti cercati sono Dy = (4,0,0) e Dy = (10,0, 0).

a. Parametrizziamo le due rette con due parametri diversi.

®

A C

r =1 r = 3u—2 1 vettori direzionali sono rispettiva- t = 3u—2
y = t y = u mente ¥, = (1,1,0) ¢, = (3,1,—1) t = u
z = 2 z = —u Vediamo se hanno punti comuni: 2 = —u

Evidentemente il sistema 3 x 2 in t,u non ha soluzioni, e i vettori direzionali non sono
proporzionali, quindi le rette sono sghembe.

b. Le rette incidenti entrambi sono quelle passanti per (¢,¢,2) e (3u — 2,u, —u):

x = t+Bu—2—t)v Il parametro ¢ scorre su r, il parametro u su s, il
y = t+ (u—t)v  parametro v sulle rette. Un loro vettore direzionale
z = 24+ (—u—2v eBu—-2—-t,u—t, —u-—2).

c¢. Imponiamo l'ortogonalita sia a r che a s. Dato che 9, = (1,1,0) e 05 = (3,1, —1), allora:
Bu—2—-t,u—t, —u—2)-(1,1,0) =0 Si ricava il sistema | 4u—2t =2 he h
(3U—2—t, u—t, —u—2)-(3,1,—1):0 lineare in t e u: 11lu— 4t =4 che ha
la soluzione ¢t = —1 ; uw = 0. Per questi valori di ¢ e w si ricava la retta che & quindi:
{r=-1-v ; y=-14v ; z=2-2}
d. Imponiamo il parallelismo (non 'uguaglianza !) con il vettore (1,1,1). Basta imporre che
Bu—2—t, u—t, —u—2)A(1,1,1) = (0,0,0), cioe 2u—t+2, —du+t, 2u—2) = (0,0,0)

Si ricava il sistema lineare 3 x 2 in ¢ e u a lato che ha una soluzione: 2u—t = =2
t =4; u=1. Per questi valori di t e u si ricava la retta cercata: —du+t = 0
{r=1+t;y=1+4+t; 2=—-1+1t} u = 2

e. I valori di t e u ricavati in c. forniscono i punti di r e s giacenti sulla retta ortogonale a en-
trambe e che sono anche i punti di minima distanza. I puntisono P,.(—1,—1,2) Ps(—2,0,0).

La distanza tra 7 e s ¢ la distanza tra P e Ps : d = /(=2 + 1)2+ (0 + 1)2 + (0 — 2)2 = V/6.

Le rette giacenti sul piano hanno vettore direzionale ortogonale al vettore normale del piano «
che e i = (1,-2,1).

r = 1
a. Il vettore di r; sara il prodotto vettore tra 7 e il vettore (1,0,0) S
- N y = +t
(parallelo all’asse z) e cioe (0,1,2). La retta ¢ quindi: L o= 149t
b. Il vettore di 7o sara il prodotto vettore tra i vettori normali ai r = 1+t
due piani (1,—2,1) e (3,0,—1) e cioe (2,4, 6) o anche (1,2,3). La y = 0+2t
retta e quindi: z = —1+43t

¢. Determiniamo innanzitutto 'intersezione di s con il piano risolvendo il sistema lineare:

{r-=3y=0 ; 2z-2=0 ; x—-2y+2z=0}

S
Si trova il punto H(—6,—2,2). La retta r3 A;R r = 1-Tt
¢ percid quella passante per P(1,0,—1) e o H s y = 02t
per H(—6,—2,2) e cioe: z = —1+43t
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Parametrizziamo r: {x =t ; y=t ; z=3t+2}. Quindi ¥, = (1,1,3). Le rette cercate
giacciono tutte sul piano « passante per P(0,0,2) e ortogonale a r che ¢ z +y + 3z — 6 = 0.
a. La retta cercata, giacendo sul piano «, intersechera s nello stesso r s
punto in cui s incontra «. Il punto di intersezione tra s e « ¢ il
punto Q(6/5,6/5,6/5).
La retta cercata ¢ quindi quella passante per P(0,0,2) e per
Q(6/5,6/5,6/5), cioe {x =6t/5 ; y=6t/5 ; z=2—4t/5}.
b. La retta cercata e ortogonale sia a r che s, quindi come vettore direzionale per essa possiamo
prendere Us AU, = (1,1,1)A(1,1,3) = (2,—2,0) o anche (1, —1,0). Inoltre passa per (0,0, 2).
Larettae {z =t ; y=—-t ; z=2}

- retta cercata

c. Chiamiamo p le rette cercate. Per calcolare la distanza tra p e s, si calcola la distanza di
un punto di p ('unico che conosciamo ¢ (0, 0,2)) dal piano passante per s e parallelo a p. 1l
piano e del tipo a(z—y)+b(y—z) = 0. Senza avere ancora il piano, dato che non conosciamo
p, possiamo pero imporre uguale a 1 la sua distanza da (0,0, 2). Si ha:

14+5

la(z —y) +bly — ) | = 1per (z,y,2) = (0,0,2), cioe a®? —ab—b? = 0, da cui a =
Va2 + (—a+b)? + b2 2

Per esempio a = 14++/5 e b = 2. I piani trovati sono paralleli a p. Le rette p giacciono su piani
paralleli a questi e precisamente sui piani passanti per (0,0,2) e paralleli ai piani trovati.
Inoltre giacciono sempre sul piano x+y+32—6=0 [z +y+ 32 =6

Le rette sono quindi: { (1EVB)(z—y)+2(y—2+2)=0

I punti la cui proiezione sulla retta s & (0,0,0) giacciono tutti sul piano passante per (0,0,0) e
ortogonale a s che € 2x +y — 2z = 0. Intersecando questo piano con la retta r si trova il punto
¢ (2,2,3) che ¢ il punto cercato.

Le rette giacciono tutte sul piano 3 passante per P e parallelo al \rXP_ B
piano dato che ¢ il piano x+3y—2z—8 = 0. La retta r e il piano [3 si —Q

intersecano nel punto Q(9, 3,10). La retta cercata deve intersecare
r proprio nel punto @. La retta ¢ quindi quella passante per P e
Q,cioe:{x=1+8 ; y=2+4+t ; z=-1+11t}

b.

a. Parametrizziamo r e s con due parametri diversi:
r = t+1 r = 2t—5 Quindi: t+1=2u—-5
y = 1 y = 2t—2 #.=(1,0,1) TIlsistemainteu 1=2u—2
rlz = t slz =t Us = (2,2,1) t=u

non ha soluzioni. Inoltre le rette non sono parallele perché v,. e ¥s non sono proporzionali,
quindi le rette sono sghembe.

b. I piani contenenti r sono a(x —z — 1) + b(y — 1) = 0 e hanno vettore normale (a,b, —a).
Tra essi quello parallelo a s & tale che (a,b, —a) - (2,2,1) = 0, cioé a + 2b = 0, per esempio
a=2; b=-1,dacuiil piano 2z —y — 2z — 1 = 0. Un punto di s & (=5, —2,0), quindi la
distanza d tra r e s & quella tra il punto e il piano, cioe d = 3.

c. Le rette incidenti entrambi hanno come vettore direzionale
(t+1,1,t) —(2u—5,2u—2,u) = (t —2u+6, —2u+3, t —u)

Occorre che questo vettore sia ortogonale a v,. e a ¥y, cioe:

{(t—2u+6, —2u+3,t—u)-(1,0,1) = 0 Si ricava il sistema {2t—3u = -6
(t—2u—|—6, —2u+ 3, t—u)~(2,2,1) = 0 lineareint e u: 3t—9u = -—18
che ha la soluzione t = 0 ; u = 2. Per questi valori di ¢ e u si ricavano i punti di r e
s che definiscono la retta ortogonale a entrambe: P.(1,1,0) , Ps(—1,2,2) e la retta che ¢

{r=1-2t ; y=1+t ; =z=2t}.

d. Il piano & parallelo al piano trovato in b. e passante per il punto M = (0,3/2,1) che ¢ il
punto medio tra P, e Ps. Il piano ¢ 2z —y — 22 4+ 7/2 = 0.

e. I piani contenenti la retta r sono a(zx — z — 1) + b(y — 1) = 0 e hanno vettore normale
(a,b,—a). Perché la proiezione di P; su « abbia distanza 1 da P, occorre che sia uguale a 1

—1-2-1 b(2—-1
| a( ) +b( )|:1, Si ricava 14a® — 8ab =0 o

la distanza di P, da «. Si ha:
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558. Il punto intersezione tra r e a & P(2,0,4). Un vettore direzionale per r & ¢, = (1,1,2), un
vettore normale ad « & 77, = (1,1,0).

959.

a.

b.

Osserviamo innanzitutto che r ha vettore direzionale ¢ (2,1,2) e che a ha vettore normale

i (3,-2,1).

a. Proiettiamo P su r. Per questo occorre il piano passante per P e ortogonale a r che e
2 4+ y + 2z = 6 ; intersecandolo con r si trova la proiezione di P su r che e il punto
M(16/9,8/9,7/9); il punto simmetrico ¢ P’ = 2M — P = (23/9,16/9, —4/9).

b. Proiettiamo P su «. Per questo occorre la retta passante per P e ortogonale ad « che &
{x=1+43t;y=—2t; z=2+1t} ; intersecandola con « si trova la proiezione di P su « che

N(—-1/14,10/14,23/14) ; il punto simmetrico & P” = 2N — P = (=8/7,10/7,9/7).

c. E semplicemente O’ = 2P — O = (2,0,4).

d. T puntidi r si ottengono scrivendo una rappresentazione parametrica di r e sono (2t,¢,2t—1)
al variare di ¢. Il punto simmetrico di (2¢,¢,2t — 1) rispetto a P(1,0,2) & (2 —2t, —t,5 — 2t).
Questi sono tutti e soli i punti di r’. La retta ' & pertanto: {x =2—2t;y = —t; 2 = 5—2t}.

e. L’intersezione di r con « ¢ il punto I(1/3,1/6,—2/3). Prendiamo un punto qualunque di
r per esempio R(0,0,—1). La proiezione di R su « ¢ il punto N(3/14,—2/14,—13/14). 11
simmetrico di R rispetto ad « & quindi R’ = 2N — R = (3/7,-2/7,—6/7).

Allora r” & la retta IR’ e cioe {x =1/3 —4t; y=1/64+19t; z = —2/3 + 8t}.

f. Un punto dell’asse = ¢ (u,0,0). La retta r ha vettore direzionale (2, 1,2).

anche a(7a — 4b) = 0. Quindi un piano si ottiene per esempio pera=0eb=1ed ¢ y = 1.
L’altro per esempio pera=4eb=Ted ¢ dx + 7y — 4z — 11 = 0.

I punti di » sono (¢t + 1,1,¢). Per misurarne la distanza da s scriviamo i piani passanti per
clascuno di questi punti e ortogonali ad s: 2(x —¢t — 1)+ 2(y — 1)+ (2 — t) = 0.
Intersechiamo questi piani con s facendo attenzione che il parametro che scorre su s abbia
un nome diverso da ¢. La retta s ¢ {x = 2u—5; y = 2u— 2 ; z = u}. Sostituendo si ha:
9u — 3t — 18 = 0. Dato che stiamo ora cercando un punto di s, ’equazione va risolta rispetto
au: u=(t+6)/3. Sostituendo in s si ottiene il punto dipendente da ¢ che & la proiezione
ortogonale di (t41,1,¢) su s. Il punto & ((2¢t — 3)/3, (2t +6)/3, (t + 6)/3). Poniamo uguale

2t — 3 2 /246 > 46 2
a 6 la distanza tra i due punti: \/(T —(t+ 1)) + (T+ - 1) + (% - t) =6
da cui t2 = 27 e t = £3+/3. Pertanto i punti di r cercati sono (:l:3\/§ +1,1, j:3\/§)

La retta che forma angolo massimo & quella ortogonale a r. Passa per P e ha vettore direzio-
nale ortogonale sia a . che a 71, per esempio (1, —1,0). B quindi: {& = 24t;y = —t; 2 = 4}.
La retta che forma angolo minimo ¢ la proiezione ortogonale di r sul piano. Scriviamo tutti i
piani contenenti r: a(x—y—2)+b(z—22) = 0. Hanno vettore normale (a —2b, —a, b). Quello
tra essi che proietta r si ottiene imponendo che (a — 2b, —a,b)-(1,1,0) = 0, per esempio per
a=1b=0. 1l piano & quindi z —y = 2. Quindi la retta &é {x —y =2; x +y = 2} che si
puo scrivere anche {x =2; y = 0}.

Sia (a, b, ¢) il vettore direzionale delle rette cercate. Perché giacciano sul piano occorre che
(a,b,c)- (1,1, O) =0, cioe¢ che b = —a, quindi il vettore ¢ (a, —a, ¢). Perché si abbia 6 = 7/3,

(a,—a,0)-(1,1,2) | 1 .

= —, cioe 6a2 — 5¢2 = 0. Per esem 1oa::t\/566:\/5.
Va2 +a®?+2vV6 2 P
Le rette passano per P(2,0,4) e sono quindi: {x =2++v/5t ; y=FV5t ; z=4+6t}.

occorre che

Il punto simmetrico di (u,0,0) rispetto a r & (z,y, z) tale che:

)-
)
.(x,y,z)—;—(u,OO rmoe{ = §§+1} {r—2y=u;2y —2z=2}

o ((a:,y, 2) — (u,0 O)) 1,2) =0, cioe 2(z —u) +y + 2z = 0.

Le tre equazioni trovate formano un sistema lineare 3 x 3 in x, y, z dipendente da u la cui so-
luzione ¢ {z = (8 —u)/9; y= (4 +4u)/9; z = (8u — 10)/9} : questo & il punto simmetrico
di (u,0,0) e quindi questa & una rappresentazione parametrica della retta simmetrica a’.
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g. Dato che a contiene 0(0,0,0) e il simmetrico di O rispetto a P & (2,0,4) (trovato in c.),
allora il piano o’ ¢ il piano parallelo ad « e passante per O'(2,0,4) : 3z — 2y + z = 10.

h. Consideriamo la retta s giacente su « e ortogonale e incidente a r.
La retta s ¢ la retta passante per I(1/3,1/6,—2/3) e avente s

vettore direzionale v, A 7, = (5,4,—7). Ogni punto di s, che
¢ un punto di o, ha come simmetrico rispetto a r sempre un o S
punto di s. Quindi s giace anche sul piano simmetrico a”.

Prendiamo ora un punto qualunque di « che non stia su r, per esempio 0(0,0,0). Il sim-
metrico di O rispetto a r si puo calcolare come in a. ed & Q(8/9,4/9,—10/9). Allora o &
il piano contenente s e @ e cioe: x — 10y — 5z — 2 = 0.

i. I simmetrico di (1,0,0) (che ¢ un punto di z = 0) rispetto ad o ¢ Q(—2/7,6/7,-3/7). 1l
piano g e il piano del fascio generato da « e z = 0 che contiene ). La sua equazione é:
3x — 2y — 62z =0.

560. Simmetrici di Py sono risp. (—zo, —Y0, —20) ; (—Z0, —Yo, 20) ; (T0, Yo, —20)

Simmetriche di 7 sono risp. {—z(y), —y(t), —z(t)} ; {—=z(y), —y(t), z()} ; {z(y),y(t), —=(t)}.
Simmetrici di a sono risp. ax +by+cz+d=0; —axr —by+cz=d ; ax + by —cz =d.

561. La retta ha vettore direzionale ¥(1,2,—1), quindi i piani cercati hanno vettore normale or-
togonale a ¥ . I vettori ortogonali a ¢ sono (I,m,n) tali che (I,m,n)-(1,2,—1) = 0, cio¢
(=2m + n,m,n). I piani sono pertanto (—2m +n)(z — 0) + m(y — 2) + n(z — 0) = 0. Ha senso
calcolarne la distanza da r, dato che sono retta e piano sono paralleli. Per far questo basta
calcolare la distanza di un punto qualunque di r, per esempio (0,0,0) da essi e imporla, come

richiesto, uguale a 1. e | (=2m 4+ n)(0 — 0) + m(0 — 2) + n(0—0) |
V(=2m +n)2 +m?2 +n?

Si ricava 'equazione m? — 4mn + 2n? = 0 che, risolta per esempio rispetto a m, ha le due

soluzioni m = (2 4 v/2)n. Ponendo n = 1 si ricavano i due piani:

(—22+V2)+ )z +(2+vV2)(y—2) +2=0.

562. a. Se esiste, la retta cercata ¢ complanare a r. Dato che passa per P, allora deve giacere sul
piano « contenente P e r che ¢ x = 2y — 1.
Analogamente, se esiste, € complanare a s e deve giacere sul piano § contenente P e s che
e2r—y+32—4=0. {

=1

r=2y—1

2 —y+3z2—4 =0
r che s, dato che la complanarita non ne assicura 'incidenza. Dato che, come si calcola,
incontra r in (—3,1,3) e sin (2, , 1/2, 1/6), allora & proprio la retta cercata.

La retta quindi dev’essere . Ma va verificato che sia incidente sia

b. Come in a. si determinano il piano « : x — 2y + 3z — 2 = 0 contenente r e P e il piano
r—2y+32—-2=0

2¢ —y+3z—4=0"
immediatamente, & parallela a , non incidente. Pertanto la retta cercata non esiste.

0 :2x —y+3z—4 =0 contenente s e P, ma la retta come si verifca

Sfere e circonferenze nello spazio
571. a. Basta completare i quadrati:

9\? 9 3\* 25
z2+(y2+4y+4)+(223z+1> =4+ x2+(y+2)2+<z—> ==

Quindi il centro & C <O , —2, g) e il raggioe R = >

5"
b. Occorre calcolare la distanza tra il centro C' della sfera e il piano a.
de |z +2y+2—2| _ |04+ 2(—2)+ (3/2) — 2| _ | —9/2| _ 9
V6 V6 V6 2v/6
Confrontiamo ora d con R: d = 9 R = -~ Eleviamo a quadrato: d?> = sl R? = %
26 2 24 4

Dato che d? < R?, allora d < R quindi I'intersezione & una circonferenza.
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La cosa piu semplice da scrivere e ’asse che e la retta a passante per C' e ortogonale ad «:

Intersecando I’asse con il piano « si trova il centro: r = t
(t) +2(—2+2t) + (3/2+t) = 2 da cui t = 3/4, quindi il a: Yy = —2+42
centro della circonferenza ¢ C1(3/4, —1/2, 9/4). z = 3/2+4t¢t
Infine il raggio Ry della circonferenza si trova dalla relazione R 25 81 /23
R? = R? — d2, quindi: - — Vs

c. Il piano cercato e del tipo x 4+ 2y + z + k = 0 e occorre che il piano abbia distanza R dal
centro della sfera, quindi:
|z +2y+ 2+ k| _ 5 Sostitulamo (z,y, 2) | —4+3/2+ k| _5 k52 = 5_\/6
V6 2 con (0,—2,3/2) V6 2 2

5 5
Quindik:§(li\/€)eipianisonox+2y+z+§(1:&:\/6)20

d. Come si vede dallo schizzo, occorre che il piano abbia distanza d dal centro della sfera, dove
1\2 5\ 2

P+(=) =(=), cioe d= 6.

2 2 1/2

Il piano cercato e del tipo z + 2y + 2+ k = 0 e la sua d

distanza da C & come nel conto fatto sopra: R=5/

| 4+3/24k] _ g

— =6 k—5/2]=6 k=5/2+6. { C |
7 | /2| /

I piani quindi sono due, un piano (segno +) & x + 2y + z + 17/2 = 0, laltro (segno —) &

x4+2y+2-7/2=0

d:

e. Intersechiamo la sfera con la retta sostituendo le equazioni parametriche della retta nella
sua equazione: t2 +t2 +t2+4t—3t=0dacuidt?’ +t=0et, = -1/3 ; t2=0.
Quindi i due punti sono P, = (-1/3 , =1/3, —=1/3) P> =(0,0,0).

Il piano tangente alla sfera in P, ha come vettore normale

3 1 1 1 1 5 11
(C—P) = 07_2a§ “\73° 7373 = g’_§7E) Quindi il piano é:

L —|—1 + > —|—1 + L1 —|—1 =0 he 2 10y +11z+1=0
> = - = = — - | = ol - =0.
3 T 3 3 Y 3 5 z 3 o anche 2z Y z

Il piano tangente alla sfera in P, ha come vettore normale

(C—Py)=(0,-2,3/2) — (0,0,0) = (0,—2,3/2)

Quindi il piano ¢ —2y + (3/2)z = 0 o anche 4y — 32 = 0.

Si pud notare che, essendo il piano tangente alla sfera in (0, 0,0), la sua equazione ¢ la parte
di primo grado dell’equazione della sfera.

f. Intersechiamo la sfera con le rette sostituendo le equazioni parametriche nella sua equazione:
(t+1)2 + (kt)2 + 9 + 4(kt) — 3(3) = 0. Riordinando rispetto a t:
(1+ k)t + (2+4k)t+1=0.
Al variare di k, le soluzioni dell’equazione di secondo grado in ¢ forniscono i punti di inter-
sezione della retta con la sfera.
La retta sara incidente se le soluzioni sono due, tangente se le soluzioni sono una (con mol-
teplicita 2), esterna se non ha soluzioni (o meglio se sono non reali).
Per sapere in quale situazione ci trovamo esaminiamo il discriminante dell’equazione di se-
condo grado: A = (2 + 4k)? — 4(1 + k?) = 12k* + 16k.
Il discriminante ¢ nullo se k =00 k = —4/3.
Il discriminante ¢ positivo se k < —4/3 o k > 0.
Il discriminante € negativo se —4/3 < k < 0.
In conclusione

incidente esterna incidente

-4/3 - 0 1
|
!
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572. a. Il centro della circonferenza ¢ la proiezione ortogonale di P su r. Per determinarla occorre
il piano « perpendicolare a r e passante per P.

Scriviamo 7 in forma parametrica. Da essa si ricava subito che (1,0,1) & T =t
un vettore parallelo a r e sara anche il vettore normale del piano « che Y 1
¢ quindi 1(z —0) +0(y —2)+ 1(z — 1) =0 cioe z + z = 1. z = t-3

Intersechiamo 7 con o : ¢+ (t —3) =1 da cui ¢t = 2 e si ottiene da r il centro C(2,1,—1).
Il raggio della circonferenza & la distanza tra P e r.:
dist(P,r) = dist(P,C) =| (0,2,1) — (2,1,-1) | =| (-2,1,2) |=vV4+1+4=3
Il piano di giacenza ¢ proprio «. (r—22+@y—-12+(2+1)2=9
Una rappresentazione cartesiana di v € percio: {x +z=1

b. La retta ¢ ortogonale al vettore (P — C) = (—2,1,2). Inoltre deve giacere sul piano «.
Quindi un vettore parallelo a t puo essere (P — C) A i,

. z = 0+1
(P-0C) -2 1 2 Da qui la retta t che deve B
T 101) (1,4,-1) passare per P(0,2,1) z B ?i—ft

c. Il centro delle sfere & un punto dell’asse cioe del tipo A = (¢,1,¢ — 3).
Il raggio si puo calcolare come la distanza tra A e un qualunque punto di v, per esempio
P=(0,2,1).
| (¢,1,t=3)—(0,2,1) [ =|(t, =1, t—4) | =V +1+>—8t+16 = V2t> — 8t + 17
Imponiamo che il raggio sia 9, quindi: 2¢2 — 8¢ — 64 = 81 da cui 2t — 8¢ — 64 = 0. Si trovano
tl =8e tQ = —4.
Per t; = 8 si ha il centro (8,1,5) e la sfera (x —8)? + (y — 1)? + (2 — 5)? = 81
Per t, = —4 si ha il centro (—4,1,—7) e la sfera (x +4)? + (y — 1) + (2 + 7)? = 81

d. Come sopra il raggio ¢ v/2t2 — 8¢ + 17. Perché la sfera sia tangente al piano z = 5 occorre
che il raggio sia la distanza tra A e il piano z = 5.
La distanza tra A e il piano x =5 & | ¢t — 5 |, da cui le eguaglianze:

V22 —8t+17 =t =5 | = 282 -8t +17=t>—-10t+25 = t?+2t—-8=0

L’ultima equazione ha le soluzioni ¢t = —4, 2 , pertanto le sfere hanno centri rispettivamente
(—4,1,-7) e (2,1,—-1) eraggi | -4 —5|=9 e |2 —5 |= 3. Le sfere sono quindi:
(x+4)2+(y—12+(2+7)2 =81 (x—224+@y—-12+(z+1)?2=9

La prima sfera & una di quelle gia trovate in c.

573. a. Calcoliamo le tre distanze:
dist(Co, A) = | (A—Cy) | | (2,-1,-1)| = V22+12+12 V6
dist(Co,B) = |(B—-Co)| = [(1,2,1)] = V12+22+12 V6
dist(Co,C) = [(C—=Cy)| = |(1,-2,-1)| = VI2+224+12 = /6
La sfera esiste perché le tre distanze sono uguali. La rappresentazione ¢ immediata dato che
abbiamo centro e raggio: 24+ y-12%+(z-1)%=6

b. La circonferenza puo essere rappresentata come intersezione tra la sfera e il piano contenente
i tre punti. Il piano ha come vettore normale per esempio (A — B) A (A — C).

(A-B)=(1-3,-2) (1 -3 =2
(A-C)=(1,1,0) 1 1 0
Quindi il piano ¢ 1(z —2)—1(y —0)+2(z—0) =0 r—y+22—2=0
2+ y-12+(z2-12=6

> i = (2,—2,4) o anche 7 = (1, —1,2).

La circonferenza ¢ {

r—y+2z2—2=0 r = t
c. L’asse e la retta passante per Cj e ortogonale ad a: y = 1—t
Il centro C si trova intersecando a con il piano: z = 142t

t)—(1—-t)+2(142t)=2 6t—1=0 t=1/6 = C,=(1/6,5/6,4/3)
Il raggio Ry si ottiene per esempio dalla relazione R? = R? — dist*(C}, Cp)

15 4\ 11 1\* 1 1
Ma dist? = 1.)— (= 2 = (- Z _z —
a dis (01700) (07 ) ) (67 67 3> < 6’ 6’ 3>
Quindi R? =6 —1/6 = 35/6
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d. La retta tangente & ortogonale al vettore (A — Cy) = (2, —1,—1) e, dato che giace sul piano
della circonferenza, ¢ anche ortogonale al vettore normale del piano 7 = (1, —1,2). Quindi
un suo vettore direzionale si puo ottenere dal prodotto vettoriale

(A—Co) At con (A—Cp)=(2,—1,-1) @=(1,-1,2) 23t
(A—Cy) 2 -1 -1\ . . y= —5t
i 1 -1 9 | V= (=3,-5,-1) La retta tangente e: = ¢

574. a. I centri delle sfere sono punti della retta passante per (1,1,0) e ortogonale a x = y. La retta
e{r=1+t ; y=1—t ; =z=0}equindiicentrisonoipuntiC(1+¢t,1—1¢, 0).
1l raggio delle sfere ¢ la distanza tra C' e (1,1,0) e cioé /2 | t |. Le sfere hanno quindi
equazioni: (z — (14+1))2+ (y — (1 —1))? + 22 = 2t%.
b. Basta imporre 2t = 2. Si ottiene t = 1. Le sfere sono:

Per t; =1 (r—2)24+y?+22=2
Per ty = —1 2+ (y—2)2%2+22=2.
c. Bisogna che la distanza tra il centro (14,1 —t,0) e il piano = +z = 3 sia v/2 | ¢ |, quindi si
-3 1+1¢ 0)—3 t—2
ha:‘x+z |:|(+)+() |:‘ |:\/§|t|dacuit—2:2tet—2:—2t.

V2 V2
Si ottengono t1 = —2 ; to = 2/3. Le sfere sono quindi:
Per t; = -2 (x+1)2+(y—3)2+22=38
Per ty =2/3 (x—5/3)%+ (y—1/3)2 + 22 =8/9

575. Un punto generico della retta & (¢,¢,0). La retta & esterna perché sostituendo nell’equazione
della sfera si ha 8t — 4t + 1 = 0 e questa equazione di secondo grado non ha soluzioni.
La sfera ¢ 22 + y? 4+ 22 — 2 + 22 + 1/4 = 0 o anche, completando i quadrati:
(2 —2x+1/4)+y*+ (2°+22+1) = —1/4+1/4+1, quindi ha centro (1/2, 0, —1) e raggio 1.
I piani del fascio sono a(x — y) + bz = 0. Per essere tangenti a S occorre che la loro distanza
dal centro della sfera sia pari al raggio.
Quindi LAE =W b2l (z,y,2) = (1/2,0,—1), ciod = V2aZ 1 2.

Elevando a quadrato i due termini positivi si ricava 1’equazione omogenea in a,b di secondo

grado 7a? + 4ab = 0 che ha le soluzioni [a=0; b qualunque ] [a=(—4/T)b].

Questi due insiemi di soluzioni danno luogo a due piani.

Per a = 0 e per esempio b = 1 si ha il piano z = 0,

Ponendo per esempio a = 4 e quindi b = —7 si ha il piano 4o — 4y — 7z = 0.

1
—a—2b
2

576. Osserviamo innanzitutto che il piano « della circonferenza ¢ il piano che contiene C e 7.
Un vettore direzionale per r ¢ ¥ = (2,1,—1). Un
punto di r & per esempio Py = (1,1,0), quindi un
vettore normale al piano « & T A (C' — Py) dove
(C—-PR)=1(0,1,2) —(1,1,0) = (—-1,0,2)

v 2 1 -1 _,
(C - PRy) <—1 0 2)_)<2’_3’1)_”a
Il piano @ & 2(x —0) = 3(y— 1)+ 1(z—2) =0
o anche a: 2r—3y+z+1=0

Per trovare il raggio della circonferenza occorre calcolare la distanza di C' da r. Per questo
occorre il piano § passante per C' e ortogonale a r che & 2(x —0)+1(y — 1) — 1(z — 2) = 0, cioe
20 +y—2+1=0.

Intersechiamo il piano trovato sopra con r: 2(1+2t) 4+ (1+t)—(—t)+1 =0, da cui 6t+4 = 0.
Per t = —2/3 otteniamo il punto P;(—1/3, 1/3, 2/3), proiezione ortogonale di C' su r, che &
anche il punto di tangenza.

Il raggio e la distanza di C' da r cioe la distanza tra C' e Py:

R=/(0+1/3)2+ (1 —1/3)2+(2-2/3)2 = \/7/3.
2r =3y+z+1=0
(=02 +(y -1+ (-2 =7/3

Ora possiamo scrivere la circonferenza: {
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577. a. Scriviamo r in forma parametrica: {# = t+1; y =1—2t; z = t}. Quindi i vettori
direzionali sono: ¥,(1,—2,1) e v5(1,0,—1). Le rette sono quindi ortogonali. Per vedere se
sono sghembe confrontiamole, dopo aver cambiato nome al parametro di s:

t+1 = wu t—u = -—1 t—u = —1 1l sistema non ha soluzioni
1-2t = 2 2t = -1 2t = —1 e le rette non sono parallele,
t = 3—u t+u = 3 2t = 2 quindi sono sghembe.

Per calcolare la distanza, scriviamo i punti di minima distanza imponendo che il vettore
rappresentato dal segmento orientato di estremi (¢ + 1,1 —2t,t) e (u,2,3 —u) sia ortogonale
a entrambe. Si deve percio avere:

(t+1-u,1-2t-2t-3+u)-(1,-21) = 0 _ [ 5t =0 [t =0

(t+1—u,1—2t—2,t—3+u) (1,0,—1) = 0 4—2u = 0 u o= 2
Quindi per ¢t = 0 si ha P(1,1,0) sur e per u = 2 si ha Q(2,2,1) su s. La loro distanza & v/3
che ¢ anche la distanza tra le due rette.

b. La circonferenza esiste perché la retta tangente ¢ ortogonale
all’asse. Il centro della circonferenza e P, il raggio e la di-
stanza tra le rette ciod v/3. I piano della circonferenza e il

piano passante per P e ortogonale a r cioe x —2y+2+1 = 0. S
Quindi una sua rappresentazione cartesiana é: Q
(@—1)?+(y—1)°+22=3 |
r—2y+2z+1=0
578. I punti di r sono (¢, t, 14 1t). Sono centri della sfera cercata se la loro distanza da « ¢ 2.

t)—3(t
Quindi % = 2. Si ricava t = /10, quindi i centri sono (+v/10, £v/10, 14 1/10).
Le sfere cercate hanno equazioni: (x + +/10)% 4 (y +v/10)? + (z — 1 +£1/10)? = 4

579. a. Basta scrivere i vettori direzionali dei cateti:
(B—A)=(2,1,0) = (1,0,2) = (1,1,-2)  (A—C)=(1,0,2) — (0,—1,1) = (1,1,1)
Siha: (B—A)-(C—A) = (1,1,-2)-(1,1,1) = 14+1—2 = 0, quindi il triangolo ¢ rettangolo.
b. Il punto H ¢ sull’ipotenusa BC'. L’ipotenusa ha rappresentazione parametrica:

x=24(0-2)t x=2-—2t
. y=1+(-1-1) y=1—2t e ha vettore direzionale ¥, = (=2, -2, 1).
Pl z=0+(1-0) z=t
Il punto H ¢ del tipo H = (2 — 2t,1 — 2t,t) e si deve avere: (H — A)-0;;, = 0, cioe
2-2t—1,1-2t—0,t—2)-(-2,-2,1) =0  —2+4t—2+4t+t—2=0.

Si ricava t = 2/3. Quindi H = (2/3, —1/3, 2/3).

2\’ 1\* (2 _\°_ [18
La misura dell’altezza & dist(A4, H) = (g - 1) + (— §> + <§ - 2) =V = V2

c. I due vettori (B — A) = (1,1,-2) e (A — C) = (1,1,1) sono paralleli al piano «, per cui
un vettore normale ad « sara un qualunque vettore non nullo ortogonale a entrambi, cioe
L _ - . ) atb—2c=0
7 = (a,b,c) con (a,b,c)-(1,1,-2) =0e (a,b,c)-(1,1,1) =0, cioe { a+bto—0

Una soluzione non nulla del sistema omogeneo & per esempio (1, —1,0), quindi il piano (che

passa per esempio per A) ¢ 1(z —1) — 1(y — 0) +0(z — 2) = 0, cioe « : r—y=1

d. La circonferenza e circoscritta a un triangolo rettangolo, quindi il centro sara il punto medio
B+C

2

1
dell’ipotenusa, cioe Cy = = <1, 0, 5) Il raggio e la meta della lunghezza dell’i-

1 2—10)2 14+1)2 0—-1)2
potenusa, cio‘erzédist(BC’): VA P+ 2+ P+ ) :?:g

La circonferenza si puo quindi ottenere come intersezione della sfera di centro Cj e raggio r

con il piano « contenente i tre punti.
{ (2= 1)2 + 2 + (= — 1/2) = 9/4

Quindi una sua rappresentazione cartesiana e r—y=1
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r=0+1¢
e. Laretta ACe{ y=—1+t . Il punto A; quindi & del tipo (¢, t—1, ¢t +1). Per formare
z=1+t

un quadrato, occorre che dist(A, A1) = dist(A4, B) = v/6

Quindi dist(4, A1) = /(tE—1)2+(t—1-02+(t+1—-2)2 =6 da cui 3(t — 1)? = 6.
L’equazione di secondo grado (t — 1)2 = 2 ha le due soluzioni t = 1 £ /2.

La retta AC & stata parametrizzata in modo che si ottenga C per t = 0 e A per t = 1,
quindi per ottenere il punto A; che & oltre A, occorrera un valore del parametro maggiore
di 1, quindi la soluzione cercata & t = 1+ /2. In conclusione: A; = (1+ V2., V2, 2+ \/5)
E evidente dalla figura la seguente relazione vettoriale

(A1 —A)+(B—A)= (B — 4)

Esplicitando:  (v/2,v/2,v2) + (1,1, -2) = (B; — A) By
Ble+(1+\/§71+\/§,—2—|—\/§)einﬁne H
Bi=02+V2,14+v2,2) C Ay

580. Si ha: (B—A) = (1,0,—1) e (C — A) = (1,—2,0). I due vettori non sono paralleli per cui
A, B, C non sono allineati.
Il piano « contenente la circonferenza ¢ il piano passante per i tre punti che ha come vettore
normale (C — A)A (B —A) =(1,-2,0) A (1,0,—1) =(2,1,2). I plano ¢ a: 20 +y+22 =3
Il punto medio di AB & M (1/2, 1, 1/2). 1l piano 3 bisettore del segmento AB passa per M
e ha vettore normale (B — A) = (1,0,—1) ed & quindi 8 : z — 2z =0.
Il punto medio di AC' & N (1/2, 0, 1). Il piano v bisettore del segmento AC passa per N e ha
come vettore normale (C' — A) = (1,-2,0) ed & quindi v : = — 2y = 1/2.
I1 centro C della circonferenza ¢ 'intersezione
dei tre piani e si trova risolvendo il sistema
3 x 3 delle equazioni dei tre piani. Si trova
Cy=(13/18 , 1/9 , 13/18).
Il raggio e la distanza tra C7 e uno dei tre
punti, per esempio | C; — A) |= /25/18.

Questi dati bastano a scrivere una rappre- [ (x — 13/18)2 + (y — 1/9)% + (2 — 13/18)? = 25/18
sentazione cartesiana per la circonferenza | 2z +y + 2z =3

581. Un punto del piano & (v — v, u, v). Imponendo che abbia distanza 1 da ciascuno degli altri
due piani si hanno le relazioni: |u —v |=1; | u+v+1|= /2. Questi sono quattro sistemi
lineari e hanno quindi quattro soluzioni. Le quattro sfere sono:

(2= 1)+ (y— 14 V2/2% + (£ v2/2)2 = 15 (0 - 1)? + (y=v2/22 + (— 1£V2/2)2 =1,

582. a. I centri di tutte le sfere che contengono la circonferenza sono sull’asse della circonferenza:

{r =—-1+1t; y=-3t; z=0}; per essere tangenti a 2 = 0 le sfere devono avere raggio
R =| =1+t |, inoltre R? = 1 + d? (d distanza del centro dal piano della circonferenza).
Si trovano i due valori t = 0,—2/9 per cui le due sfere sono (z + 1)2 +y> + 22 = 1 e

(x+11/9)2 + (y — 2/3)% + 22 = 121/81.

b. I punti sono Py(—1/7,2/7,£3/7). Le tangenti giacciono su x = 3y — 1, e quindi sono
ortogonali a 7(1, —3,0) ; sono poi ortogonali anche a (Py — C) = (6/7,2/7,4£3/7). Inoltre
passano per Py. Le tangenti sono quindi: {& = —1/7+9t; y =2/7+3t; z = +£3/7 F 20t}.

c. Le rette del piano 2 = 3y — 1 che passano per (2,1, 1) possono essere scritte come
{ * = dy-1 (ne manca solo una). Per vedere quali di esse sono tangenti basta

z—1 = m(y—1)
calcolarne la distanza dal centro (—1,0,0) e imporla uguale a 1.

Per calcolare tale distanza occorre determinare la proiezione di (—1,0,0) sulla retta che &
<2m2—3m—10 m? —m 10— 10m

10+m2 10+ m2’ 10 + m?
le rette con la circonferenza e imporre la coincidenza delle soluzioni (A = 0), ricavando gli
stessi valori per m.

> da cuim =0, 20/9. Oppure si possono intersecare
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583. a. Si tratta di trovare a,b in modo che la retta di equazione {x = at;y = bt; z = at} abbia di-
stanza d = /12 — (1/2)2 = v/3/2 dal centro (0,0, 1) della sfera. Per calcolare d si puo trovare
la proiezione ortogonale di C' sulla retta che & (a?/(2a* + b?) , ab/(2a* + b?) , a?/(2a® + b?).

Imponendo che la distanza tra (0,0,1) e tale punto sia v/3/2 si trova 4a* = b* cioe 24 = b?
0b==4v2a,pes. b==4v2;a=1. Le due rette sono: {x = t;y = +/2t; 2 =t}

b. Basta intersecare la sfera col piano passante per P, Q) e per il centro della sfera che ¢ il piano
z=y. Il cerchio & : {z% +y* + 22 — 22 = 0;2 = y}.

c. Si considerano i piani passanti per la retta PQ{z = y;z = v/2y} e cioe i piani del tipo
Az —y) 4+ (2 — V2y) e che hanno distanza /12 — (v/3/2)2 = 1/2 dal centro della sfera. Si
trova pu? —2v2 \u —2X\2 =0 dacuip.es. A=1e pu=+v2+2.

I piani sono = + (F2v/2 — 3)y + (v2+2)z = 0. Le circonferenze sono le intersezioni dei due
piani con la sfera.

d. La retta & tangente perché intersecandola con la sfera si trovano due punti coincidenti:
(0,0,2). Le circonferenze stanno sui piani che passano per la retta e hanno distanza

\/12 = (+v/3/2)2 = 1/2 da (0,0,1). T piani sono quelli di equazione:
3v3z — /3y + V10(z — 2) = 0. Le circonferenze sono percio le intersezioni tra questi piani
e la sfera.
584. Tl punto di minima distanza da (0,0, 0) & il punto della retta congiungente (0,0, 0) con (1,1,2)
che ha distanza 2 da (1,1,2) (ce ne sono ovviamente due tra i quali ¢ facile scegliere quello
cercato). Il punto & P(1 —+/6/3,1 — v/6/3,2 — 24/6/3). 1l piano tangente alla sfera in P &

a:x+y+22:672\/6.
a. Basta intersecare «v con il piano passante per P e orto- r+y+2z 6 —2v6
1-+6/3

gonale all’asse y. Si trova quindi: Yy

. , . . (1-6/3)t
b. Basta intersecare « con l’asse y. Si trova il punto
Q(0,6 —2v/6,0). La retta cercata & percio PQ: y = (6=2v06)+(=5+5v6/3)t
2 (2 —2v6/3)t

585. Il piano « delle circonferenze € quello contenente r, A e B : x + z = 1. Le circonferenze hanno
centro sull’asse a del segmento AB. La retta a passa per il punto medio tra A e B ed &
ortogonale a (B — A) e a i, ed & percio {x =1/24+t;y = 1/2+ 2t;2 = 1/2 —t}. T centri sono
i punti di a che sono equidistanti da A e dalla retta r. Dato che la proiezione su r del punto
(1/2+t,1/2+2t,1/2 —t) e (1/2 +t,2,1/2 — t), allora le due distanze sono rispettivamente
|2t —3/2 | e /(t —1/2)2 + (1/2 + 2t)2 + (t — 1/2)? ; uguagliandole si trova t = —3/2++/3. 1
centri sono i punti (—14+/3, —5/242v/3,2F/3); i raggi 2¢/3F9/2. Da questi dati si scrivono
facilmente le equazioni delle due circonferenze.

586. Sonoipunti P dellaretta r che hanno distanza v/3 dal piano e cioe (1/2,2,1/2) e (—5/2, —4,7/2).

2005/06




