EIEX Archimede

TIPOGRAFIA DIGITALE: CURVE
E LINEE SOTTO GLI OCCHI DI TUTTI

L'uso massiccio del personal computer e delle stampanti c¢i pone quotidianamente
difronte a una serie di caratteri tipografici che spesso utilizziamo senza renderci be-
ne conto da dove essi derivino e come siano stati progettati. In realtd, quando scri-
viamo sul PC; i caratteri sono gia codificati nel software che adoperiamo, e forse
ignoriamo che & stato necessario definire e progettare un algoritmo al fine di realiz-
zare quella particolare figura geometrica che risponde al nome di una data lettera
dell’alfabeto, di un numero o di un altro segno.

Sappiamo fin da ragazzi che mentre scriviamo la penna traccia linee di vario
genere costituite essenzialmente da tratti rettilinei e da curve le cui caratteristi-
che distinguono un font da un altro. Generalmente le tecniche per realizzare ta-
li curve consistono nel fissare un certo numero di punti e nel tracciare la curva
«migliore» che possa interpolarli in base a opportuni criteri matematici che pos-
sono specificare la sua regolarita, la curvatura o altre caratteristiche di un dato
carattere.

Nella moderna tipografia digitale viene introdotto il concetto di metafont: an-
ziché costruire una volta per tutte un insieme di linee per ogni carattere tipografi-
co, si sceglie di definire una curva come un oggetto che dipende da uno o piu para-
metri, attraverso 1 quali si possono ottenere quelle variazioni che caratterizzano 1
vari tipi di font.

In questo lavoro cercheremo di introdurre tale concetto applicandolo alla co-
struzione della lettera esse, la cui forma particolarmente sinuosa ha fornito da sem-
pre materia di studio dal punto di vista tipografico. A tal fine useremo concetti ma-
tematici abbastanza semplici, basati sulla geometria analitica e quindi alla portata di
uno studente di scuola superiore, che potra quindi vedere questa materia applicata
alla determinazione di qualcosa di tangibile e magari provare a cimentarsi nella pro-
gettazione di nuove forme tipografiche.

1. LA ESSE DI FRANCESCO TORNIELLO
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La nostra storia ha inizio alcuni secoli fa, quando nel 1517 il tipografo italiano Fran-
cesco Torniello pubblico un alfabeto fornendo dei metodi geometrici per tracciare
le lettere usando le tecniche e gli strumenti dell’epoca, cioe riga e compasso. E inte-
ressante tradurre la costruzione che egli realizzo per la lettera esse, nel linguaggio
della geometria analitica [1].

Sicomincia con il definire una griglia suddivisa in 9 x 9 quadrati unitari, i cui pun-
ti possono essere rappresentati con le usuali coordinate cartesiane (x, y) con 0<x<9
e 0<y<9. Nellavoro di Torniello il contorno della esse € definito da 14 punti base
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P, (x;,y,) attraverso i quali verranno tracciati archi di circonferenza e segmenti che
andranno a delineare il contorno della figura. In tabella & descritta la procedura per
delineare il contorno della figura. Si osservi che in qualche caso i punti base sono ri-
cavati dalle particolari condizioni geometriche poste alla costruzione.

Punti base Dati ausiliari Procedura

P,(4.5,9) Centro C,(4.5,5.5), raggior, =3.5| Arco C,,r,; daP, finoa P,(6,y,)
Quindi y, = 8.66

P,(6, 8.66)

P4(6.5,8.5) C,(6.5,9), r,=0.5,Q(7,9) Arco C,,7, daPyaQ

P6,7) Segmento PP, tangente all’arco C,, 7,

in P;. Si determina P; (vedi problema)

Py(6.94,8.76)

P((4,9) C4,7), r;=2 Arco Cy, 7y daPgaP,y(3,y,) cony,<7
Quindi y, = 5.27

P,(3,5.27)

Py(5,4) Segmento P, Py

Py(3.5,6) C,(4.5,7.12), r,=1C, - P,| Arco C,,r,daP,aPl,

P,,(6,4.5) Segmento PyP,,

P,,(3,0.5) Cy(4.5,2.5), rs=2.5 Arco Cy,r; daPyaly,

Py(1.87,31,)

Cy(2.5,9), rg=1

Arco Cg,ry daPyaPy,
Quindi y =-0.37 y,,=0.41

Pi5(4.5,15)

C,(4,y), r,=2

Arco C,,r, daPga Py,
Quindiy=2.27 ey;;=0.33

P(x14,2) Cy(4.5,9), r4=2 Arco Cg,rg daP;aly,
Quindiy =2.33 ex,, =253
P,,(2.53,2) Segmento P, P,

Dalla costruzione di Torniello non si evince quale curva debba collegare P, a P
e P, a P; anche se in prima approssimazione si puo tracciare un segmento in en-
trambi i casi. La esse cosi come realizzata da Torniello ¢ illustrata in Figura 1, men-
tre in Figura 2 & riportata quella da noi ottenuta con il software Mathematica.
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Figura 1 - La esse di Torniello Figura 2 - La versione implementata
con i relativi centri e raggi con Mathematica con i 14 punti
dei vari archi di controllo

La costruzione del punto Ps puo servire per discutere un problema di geometria
analitica. Data una circonferenza di raggio r centrata nell’origine O degli assi e as-
segnato un punto esterno P,(-r, —h), chiediamo di determinare le coordinate del
punto Ps(x,y) inmodo cheil segmento P,Ps risulti tangente alla circonferenza in P
(Figura 3). Si osservi dalle Figure 1 e 2 che I’altro segmento di tangente risulta paral-
lelo all’asse y, cosa che semplifica 'impostazione e la soluzione del problema. Tutta-
via, in un contesto pit generale, il punto P, pud essere in una generica posizione.

P;(-1,0) O

Py (-1, -h)

Figura 3
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Uno dei tanti modi di procedere & osservare che, per una nota proprieta, i seg-
menti delle due tangenti condotte da P, alla circonferenza sono congruenti, quin-
diP,P;=1hl. Il punto Py siottiene pertanto come intersezione della circonferen-
zadicentro O eraggio r e quelladicentro P, eraggio | hl. Occorre risolvere al-
lora il sistema

Pyt =
1
(x+7) +(y+h)* = h? M
2. 3 2
le cui soluzioni danno le coordinate di P, = 1;)27 7’2 s— lﬁbr 2] e di Py=(-0).
+7 +7

Le coordinate di P nella tabella a pagina 116 si ottengono per traslazione delle pre-
cedenti con il vettore OC,(6.5,9) e r=7r,=0.5.

La tabella a pagina 116 evidenzia come la costruzione di Torniello si presti a es-
sere descritta con un linguaggio di progetto detto metafont, utile per definire le
forme dei caratteri tipografici a partire da alcuni parametri e facilmente implemen-
tabile con Mathematica, ottenendo come primo risultato la Figura 2. Particolare
attenzione ¢ stata posta al tracciamento degli archi, attraverso un’istruzione che ha
codificato il centro C della circonferenza, il suo raggio r e gliangoli o, e a, che
individuano i punti estremi dell’arco definendone il verso di percorrenza (orario o
antiorario a seconda dei casi). Inoltre, poiché il software consente di variare il rap-
porto di aspetto, ovvero il rapporto altezza/larghezza della figura, & stato possibi-
le fare qualche esperimento per valutare la gradevolezza del risultato finale. Qual-
che esempio e illustrato in Figura 4.

Figura @ - Alcune esse ottenute con 'algoritmo descritto nella tabella
a pagina 118 al variare del rapporto di aspetto (rispettivamente 0,5, 0,9, 1,1)
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La forma della esse cosi ottenuta, anche se differente da quella dei caratteri che
solitamente usiamo dalla tastiera del nostro PC, soddisfa perd abbastanza bene cri-
teri estetici non particolarmente rigorosi o esigenti. In realtd un’analisi piu attenta
della Figura 2 mostra un difetto non del tutto trascurabile. Esso consiste in un cam-
biamento di direzione, ovvero in una discontinuita della derivata nel punto P, tra
’arco che unisce P, a P, eil segmento P,P;. Difatti la direzione della tangente nel
punto P,(3,5.27) dell’arco di centro C;(4,7) eraggio r,=2 & data dall’inverso di
—(7-5.27)/(4-3) cioe—0.578, mentre ladirezione di P,Pg &(5.27-4)/(3-5)=-0.635.
Questa angolosita, particolarmente evidente anche nei punti 9 e 13 oltre che in 8, 10
e 11, staasignificare che in questi puntila curva risulta non derivabile e quindi la let-
tera esse non ¢ perfettamente liscia.

2. LA COSTRUZIONE DI UNA ESSE LISCIA
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La costruzione di Torniello puo essere generalizzata sostituendo gli archi di circon-
ferenza con archi di ellisse che possono essere uniti a segmenti rettilinei. Il proble-
ma di evitare eventuali punti angolosi pud essere posto in questi termini: immagi-
niamo di disegnare una esse partendo da un punto in alto 7(x4, y;) e di tracciare un
arco di ellisse verso sinistra fino a un punto L(x;, ;). Tale arco dovra poi prolun-
garsi fino a congiungersi con un segmento AC, diassegnata direzione m e passan-
te per C(xc, y¢), in modo da risultare tangente all’ellisse di centro O (x4, y,) in
A(x, y), come illustrato in Figura 5.

T(xg, y7)

L(xp,yp) ¢--=mmmmmmmmmmmmmmeees O(xr y1)

A(x,y)

Qxp yQ)

Clxe ye)

Figura 5
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Il problema & quindi quello di determinare le coordinate x,y e y,, note xr, yr,
x;,m,xc € yc. Lasuasoluzione si ottiene dalla soluzione del seguente sistema nel-

le incognite x,y e y, :
[ 2 2
XL X7 Yr=Jr

Ye=V _ . 2)
Xo—X
2
_(yT_yLJ T _
Xp=%r) Y=t

La prima del sistema (2) & ’equazione canonica dell’ellisse, la seconda & la defi-
nizione del coefficiente angolare m, la terza si ricava differenziando la prima e po-
nendo la derivata dy/dx =m, in modo che la curva siaderivabilein A, eliminando
pertanto eventuali angolosita della curva come illustrato in Figura 5. La soluzione
del sistema (2) assume una forma piti compatta e implementabile se consideriamo
un punto Q(xz, yq) su AC inmodo daavere yo=yc+m (x7—xc):

2m(xL - xT)z(yT - yQ)

X=x,+
! mz(xL_xT)2+(yT_yQ)2
_ 2m2(xL —XT)Z(J/T _J’Q)
Y=Yt 2 2 3)
m”(x, —xz) +(yT—yQ)
_mz(xL - xT)Z +(r _yQ)Z
YL=Dr~

z(yT - yQ)

Lalgoritmo consente la scelta di sei parametri (x7, y7, %, , 7, X, y¢) che defini-
scono le coordinate dei punti di controllo, quindi determina Q(x7,yq), calcola y,,
che definisce il punto semilibero L, einfineil punto di contatto A(x,y). E possibile al-
lora tracciare la prima parte della curva (la pancia di sinistra della esse); la seconda par-
te (la pancia di destra) ¢ stata invece ricavata ripetendo la procedura ma con una scelta
disoli tre parametri (x'z, ¥'7, x'; ), avendo posto m'=m e C'(x'c,y'c) = C(xc,yc)-
La scelta di altri nove parametri consente di disegnare una nuova sagoma di esse affian-
cata alla prima, in modo da poter tracciare una curva chiusa. Alcuni output del pro-
gramma sono illustrati in Figura 6 al variare del rapporto di aspetto.
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Figura B - Alcuni esperimenti grafici sulla esse costruita con archi di ellisse,
usando 18 parametri di controllo e due diversi rapporti di aspetto

Questi risultati, anche se non pienamente convincenti sul piano estetico, mettono
perd in rilievo i vantaggi di un approccio parametrico alla modellizzazione diun da-
to carattere tipografico: il metafont infatti consente di effettuare svariati esperimenti
grafici al fine di determinare i parametri pit appropriati del carattere in questione.

3. CURVE PARAMETRICHE PIU GENERALI
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Nei paragrafi precedenti abbiamo evidenziato alcune problematiche legate al trac-
ciamento di un dato carattere tipografico la cui forma ¢ definita da un insieme di
curve che si raccordano in base a certi punti di controllo scelti dall’utente. Da que-
sto punto di vista, una tecnica matematica particolarmente efficace consiste nel de-
terminare le cosiddette curve interpolanti (spline) di Bézier, dal nome dell’ingegne-
re della Renault che per primo le introdusse nel 1960, al fine di trattare matematica-
mente il disegno delle scocche aerodinamiche delle autovetture. La curva di Bézier
¢ una particolare forma di polinomi a tratti: per rappresentare una curva di elevata
complessita attraverso una funzione matematica relativamente semplice, si deve
suddividere questa curva in tanti tratti, ognuno dei quali sia sufficientemente rego-
lare, in modo da individuarvi una funzione matematica che descriva la curva stessa.

Una cubica, per esempio, € una curva con al massimo due «pance» — proprio come
la nostra esse — individuata da due punti estremi di ancoraggio pit due punti esterni
alla curva che permettono di tracciare la tangente alla curva all’attacco dei punti dian-
coraggio. Questo permette tramite una «maniglia» a esso collegata di modificare la
curvatura della linea da descrivere e la direzione della tangente, in modo da ricalcare
qualsiasi curva a pancia singola o doppia che passi tra i due punti di ancoraggio.

Nel caso pit semplice una curva B diBézier ¢ definita da quattro punti di control-
lo Py, P, P,, Ps: due (P,, P;) di definizione (origine e destinazione della curva) e due
(P,, P,) vincolati ai primi da opportune condizioni e non necessariamente apparte-
nentia B. InFigura 7 sono mostrati due esempi di curve di Bézier definite rispettiva-
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mente da sette (a) e cinque punti di controllo (b). Esse richiamano alla mente delle rudi-
mentali esse e generalizzano il procedimento di costruzione descritto nel paragrafo 2.

Figura 7

Con curve definite da quattro punti P;(x;,y;) conz=0, ..., 3, una condizione
molto usata & quella di richiedere che i segmenti P P, e P,P; siano tangentia B nei
punti Pye P;. LacurvadiBézier ¢ allora descritta da due polinomi cubici median-
te le seguenti equazioni parametriche:

x(t) =x,(1 =) + 3x,t(1-1)* + 3x,t2(1—1t) + x5t @)
O =yo(1 =2 + 3yt (1-0) + 3s(1—0) + ot

dove 0<t<1. Siosserviche, quando ¢ =0, abbiamo (x,y) = (x4, y,), mentre (x,y)=
=(x;,7,;) quando ¢=1; quindila curvainiziain P, eterminain P,. E abbastanza
semplice verificare le precedenti condizioni di tangenza ricordando ora che dy/dx =

= (dy/dt) / (dx/dt) e ottenendo dalle equazioni (4):

(d_y) _
dx z:o_

= _
PP

— 1”0
X = Xy

Linee pitt complicate possono essere ottenute concatenando due o piti curve di
Bézier. Per esempio, la Figura 7a pud essere creata congiungendo una prima curva B,
avente quattro punti di controllo P,P,P,P; con una seconda B, definita dai punti
P,P,P.P,. Laregolarita & assicurata dal fatto che le tangentiin P; a B, e B, devono
coincidere, quindiipunti P,P; P, devono appartenere alla tangente comune. I pun-
ti PP P,PyP,PsP, vanno a definire quello che si chiama poligono di controllo della
curva; pitt la sua forma & complessa, pitt aumentera il numero di vertici di questo po-
ligono e quindi il grado del polinomio. Combinando opportunamente curve di pri-
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mo, secondo e terzo grado, si possono rappresentare anche i pitt complessi tracciati
bidimensionali. Ecco perché le curve Bézier sono alla base della grafica vettoriale.

Quando iniziod la fotocomposizione, uno degli ostacoli da superare era la descri-
zione del contorno delle lettere che risultava scalettato nei forti ingrandimenti, per-
ché non si era ancora trovato un algoritmo che ne permettesse un disegno regolare.
Per esempio, il linguaggio PostScript e anche programmi di modellizzazione geo-
metrica come il CAD fanno uso delle curve di Bézier che, oltre a presentare un no-
tevole grado di flessibilita e regolaritd, sono anche alla base della grafica vettoriale di
molti pacchetti applicativi che utilizzano il PostScript.

Il linguaggio PostScript si serve di questa rappresentazione per descrivere le lette-
re, che non sono altro che un insieme molto complesso di curve la cui unione forma
il segno scritto. I caratteri non sono memorizzati come immagini definite per punti
(bitmapped ), ma piuttosto vengono implementate le equazioni delle curve che de-
scrivono i caratteri stessi: nel linguaggio vettoriale viene descritto 'oggetto stesso e
non la sua forma o immagine. Questa capacita di fornire istruzioni che ogni disposi-
tivo di stampa ¢ in grado di interpretare ne ha fatto il sistema preferito per la descri-
zione dei font, perché consente di ingrandire il carattere senza alterarne la nitidezza.
Il linguaggio PostScript & un linguaggio vettoriale applicato alla scrittura ed & 'unico
che riproduce la qualita del carattere e delle proporzioni della tipografia classica.
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fnuzzi01@alice.it

Giuseppe Pontrelli
TAC-CNR, Roma
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