Calcolo. Numerico _
con elementi di programmazione

(A.A. 2015-2016)

Appunti delle lezioni sui metodi numerici
per la soluzione di equazioni non lineari



Problema 1

La pressione richiesta per affondare nella sabbia un oggetto largo
e pesante puO essere misurando la pressione richiesta per
affondare oggetti piu piccoli nello stesso tipo di terreno.
La pressione p richiesta per affondare fino alla profondita d un

di raggio r puoO essere approssimata da un’'equazione del tipo

p(r) = k1" + kar,

dove ki, ko> > 0 e k3 sono costanti che dipendono da d e dalla com-
pattezza della sabbia, ma non da r.

Dalle effettuate € noto che per affondare di 30 cm nella sab-
bia bagnata un piatto di raggio 2.5 cm é richiesta una pressione di
0.78 kg/cm2, per affondare un piatto di raggio 5 cm & richiesta una
pressione di 0.93 kg/cm2 e per affondare un piatto di raggio 7 cm &

richiesta una pressione di 1.16 kg/cm?, i valori k1, ko €
k3. Si assuma che lo strato sabbioso sia piu profondo di 30 cm.
Usare i valori di k1, ko e kg trovati per la dimensione minima

richiesta affinché un piatto circolare possa sostenere un peso di 250
kg in modo da non affondare piu di 30 cm.



Dati del problema:

piatto | raggio (cm) | pressione (kg/cm?) | profondita (cm)
1 | r;=25 p1=0.78 d=30
2 | ro=5 p>=0.93 d=30
3 r3=7 p3=1.16 d=30

Modello matematico: p(r) = k1ef2" + kar

Primo piatto:  p; = k1eF2™ + kary
Secondo piatto: po = kq1ef2m2 4 karo
Terzo piatto: p3 = klek2r3 + k373

Per trovare k1, ko € k3 dalle misure effettuate bisogna risolvere il

0.78 — k1e22F2 —25k3 =0
0.93 — k1e®f2 —5k3 =0
1.16 —k1e’"2 —7ky3 =0

Per il valore del raggio minimo » una volta noti kq, ko e k3,
bisogna risovere I’ 29 = k1eh2" + kar



Problema 2

Il problema di due specie che competono per la stessa quantita di cibo
pud essere descritto dal sistema di equazioni differenziali

' (t) = z(¢)[2 — 0.0002 y(t) — 0.0001 z(¢t)]
y'(t) = y(t)[4 — 0.0003 y(t) — 0.0004 x(t)]

dove z(t) e y(t) rappresentano le popolazioni delle due specie al tempo
t.

Trovare i valori di delle due specie.



Soluzione

Si devono trovare i valori di z(t) e y(t) che risolvono
le equazioni

Z(t)=0 _ [ a'=2[2-0.0002y —0.0001x] =0
y'(t) =0 y' = y[4 — 0.0003y — 0.0004z] = 0

Si tratta quindi di risolvere il sistema non lineare

f(z,y) =2z — 0.0002zy — 0.0001 z2 =
g(x,y) =4y —0.0003y? — 0.0004zy = 0

Nota: le soluzionix =y =0,z =0e y=13333, t=20000e y=0
sono (una o tutte e due le specie si sono estinte)



Problema 3

La puo essere modellata, su un periodo di
tempo piccolo, assumendo che |la popolazione abbia un tasso di crescita
proporzionale al numero di individui presenti in ciascun istante. Se N (t)
indica il al tempo t e \ é il

della popolazione, allora N(t) soddisfa I’

AN — AN(1).
La soluzione analitica di questa equazione & N(t) = Npe, dove Ny
indica la popolazione iniziale.
Questo modello & valido solo quando la popolazione € isolata e non c'é
immigrazione dall’'esterno. Se si suppone che ci sia una

v, Il modello differenziale diventa

AN — AN (1) 4 v

la cui & N(t) = NoeM 4 %(eM —1).



Supponendo che la popolazione iniziale sia di ,
che la comunita cresca di 435000 il primo anno e che
1'564°'000 siano presenti alla fine del

il tasso di crescita A\ della popolazione.

Dati del problema:

individui iniziali: Ng =

individui dopo un anno:  N|i=1 anno =

tasso di immigrazione: v =

Modello matematico: N|;—1gnno = Noe* + ¥(e* — 1)

Per trovare A\ bisogna risolvere |’

et 4 9435(e? — 1) —1.564 =0

Nota: |la popolazione & espressa in milioni



Sistemi di equazioni non lineari

Un sistema di equazioni non lineari puo essere scritto nella forma

[ fi(z1, 20, ..., 2n) =0
fQ(CE]_,CCQ,...,CCn) — O

Supporremo che le funzioni f; : D CR" - R, 1+ = 1,...,n, Siano al-
meno in D.
Le soluzioni del sistema sono i vettori B = [£1,&0,...,&]L che

tutte le n equazioni.

Oss.

Nel problema 1, n =3 e [:Ul,CBQ,aZ3] = [kl,kg,k3].
Nel problema 2, n =2 e [x1,x2] = [z, y].

Nel problema 3, n =1 e [x1] = [})].



Caso n = 1: equazioni non lineari

Un'equazione non lineare &€ un'equazione del tipo

f(z) =0
Le ¢ dell’equazione, cioé quei valori tali che
f(&)=0

vengono chiamate radici dell’equazione non lineare o zeri della fun-
zione f.

Ci limiteremo al caso di P EeR.



Separazione delle radici

In genere, le equazioni non lineari che nascono nelle applicazioni non

POSSONO essere . Per e
necessario ricorrere a un metodo numerico.

Prima di utilizzare un metodo numerico bisogna sapere:
o sono le radici (reali);

° Si trovano approssimativamente;

e Se Ci sono delle

Per rispondere a queste domande si puo ricorrere alla tabulazione o
al grafico della funzione f.

L'individuazione di un intervallo I = [a,b] contenente

e la fase nota come separazione delle radici.

Una volta separata una radice & si passa alla seconda fase che consiste
nella costruzione di un'opportuna Tn
di £ che converge alla ¢ al divergere di n.



Problema 3: Separazione grafica delle radici

FO) = e+ 2932(e — 1) — 1.564 =0

Separazione grafica: si traccia il e si individ-
uano gli intervalli in cui la funzione

La funzione f risulta definita e continua in R — {0}. Inoltre, da uno
studio preliminare di f nel , Si ha

e limy_of(N\) <O
o limy_,oof(A) = +o0
e f/(\) >0, ossia la funzione &

e quindi si pudo concludere che f ha un unico zero ¢ nel semiasse
posSitivo.



1 1 1 1 1 1
0 01 0.2 03 0.4 0.8 06 O.F 0.8 }1. 08 1

Osservando il grafico di f e possibile determinare un intorno di &:

Intervallo di separazione: I = [a,b] = [0.05,0.15]
= f(a) =~ —0.0667, f(b) ~ 0.0672= f(a)f(b) <O
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Problema 3: Separazione grafica delle radici

fFO) = e+ 252(e* - 1) — 1.564 =0

Separazione dgrafica in Matlab

>> x=linspace(0,1);
>> f=exp(x)+0.435./x.*(exp(x)-1)-1.564;
Warning: Divide by zero.

>> plot(x,f,x,zeros(1,length(x)))

2

1.4

0.5)

1 1 1 1 1 1
01 0.2 03 0.4 0.5 06 0.7 0.8 l 08 1

11



Problema 3: Separazione delle radici - tabulazione

Si valuta la funzione in corrispondenza di della
variabile A in un certo intervallo e si osserva il segno dei valori ottenuti:

FO) =er +92432(er 1) —1.564 =0

A f(A)
0.10 -0.00133558829528
0.12 0.02567293855461
0.14 0.05319595959218
0.16 0.08124355150079
0.18 0.10982599066618
0.20 0.13895375715854

Intervallo di separazione: I = [a,b] = [0.10,0.12]
— f(a) ~ —0.0013, f(b) ~ 0.0257 = f(a) f(b) < O
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Problema 3: Separazione delle radici - tabulazione

FO) =er +92432(er 1) —1.564 =0
Tabulazione in Matlab
>> x=linspace(0,1,11)

X:
O 0.1000 0.2000 0.3000 0.4000 0.5000 0.6000 0.7000 0.8000 0.9000 1.0000

>> f=exp(x)+0.435./x.*x(exp(x)-1)-1.564
Warning: Divide by zero.

f =
NaN -0.0013 0.1390 0.2932 0.4627 0.6491 0.8542 1.0797 1.3279 1.6011 1.9017%

>> x=linspace(0.1,0.2,6)

X:
0.1000 0.1200 0.1400 0.1600 0.1800 0.2000

>> f=exp(x)+0.435./x.*(exp(x)-1)-1.564

f =
-0.0013 0.0257 0.05632 0.0812 0.1098 0.1390
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>> format long
>> [x? £7]

ans

>> plot(x,f,’b-",[0.1 0.

©O O O O O O

.10000000000000
.12000000000000
.14000000000000
.16000000000000
.18000000000000
.20000000000000

©O O O O O

.00133558829528
.02567293855461
.056319595959218
.08124355150079
.10982599066618
.13895375715854

2],

air

0.08

0.08

0.04 |-

0.02

[0 0],°k?,x,f,’*r?)

Intervallo di separazione: I = [a,b] = [0.10,0.12]
— f(a) ~ —0.0013, f(b) ~ 0.0257 = f(a) f(b) < O

0.2
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Separazione delle radici: Esempio 1

pa(x) =244+ 2:34+722-11=0

14000

120007

10000}

8000

6000

40007T

20001

0

-2000 ' ' )
-10 -5 0 5

>> x=linspace(-10,10);

>> f=x.74+42%x. " 3+7*xx."2-11;

>> plot(x,f,x,zeros(1,length(x)))
Delle 4 radici di pa(x) Yelgle

mentre sSONoO

10

50
40T

307

DL Ppyx)

N

0
ot i;\\\\\Hh‘ﬁhﬁﬁ______ﬂ_,af’#///-ézg

-20

>> x=linspace(-2,2);
>> f=x.74+42%x. " 3+7*x."2-11;
>> plot(x,f,x,zeros(1l,length(x)))

€1 €[-1.5,—-1] e & € [0.75,1.25],

15



f(x) =coszxcoshx—1=0

La funzione f(x) & simmetrica rispetto all’origine = se £ &

e anche —¢ = x > 0 (£ = 0 & radice banale)

Separazione delle radici: Esempio 2

1000 . . . 7000
0 e N 6000}
-1000} f(x)=cosh(x)*cos(x)-1 50007
2000} 4000
3000} 3000} g(x)=cosh(x)
4000} 2000 .
5000 1000} -
o ; h(x)=1/cos(x)
7000 R ARYS ARDS SRNPYS A 100% R AT S TP A

>> x=linspace(0,3%*pi);

>> g=cosh(x);

>> h=1./cos(x);

>> plot(x,g,’r’,x,h,’b’ ,x,zeros(1,length(x)), ’k’)

>> x=linspace(0,3*pi);
>> f=cosh(x) .*cos(x)-1;
>> plot(x,f,x,zeros(1,length(x)))
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Separazione delle radici: Esempio 2

f(x) =coszxcoshx—1=0
A volte e possibile riformulare il problema della ricerca degli zeri di
f nella ricerca delle ascisse dei punti di intersezione dei grafici delle
funzioni g e h, con f =g —h

100 - - .
g(x)=cosh(x/

1,
r r

=Bl

h(x)=1/cos(x)

_10@ 1 1 1 1
0 os T M 45T M 5T T

X

>> axis ([0 3*pi -100 100]) >> x=linspace(0,3%*pi,300);
>> g=cosh(x);
>> h=1./cos(x);
>> plot(x,g,’r’,x,h,’b’,x,zeros(1,length(x)),’k’)
>> axis([0 3*pi -100 100])
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Separazione delle radici: Esempio 2

Ci sono . Che corrispondono alle delle due
curve h e g:

f(z) =0 & h(zx) = g(x)
Separazione delle radici: in ciascun intervallo
1 1 _

[(21:—7) T <2k—|—§> g} k=1,2.3, ..

Ci sono radici. Per kK — oo le due radici si avvicinano ai due estremi
dell'intervallo.

Nota. Molto spesso nelle applicazioni interessa approssimare la radice

18



Metodo di bisezione (0 metodo dicotomico)

Metodo: Esempio:
f(z) = e /% cos(z)
1.2

'I =
0.8
06

04
0.2 /-
0

o *\ A ¥,

oot e e g
=2 T =7

0.4 = < '

-0.6

a a.=4a b.=b ™ " 0 " > 3 4 ; 6
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Metodo di bisezione (0 metodo dicotomico)

Il metodo di bisezione &€ un metodo molto . una volta in-
dividuato un intervallo di separazione in cui si trova radice,
permette di costruire una successione {z;} di di €.

Ipotesi di applicabilita :

e & stato un intervallo I = [a,b] in cui c’'€ un’
3
e la funzione f & in I: feC9a,bl;

e f(a)f(b) <O.
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Richiamo: cos’ e un algoritmo?

L'algoritmo & una successione di , e ,
che consente di ottenere risultati numerici a partire dai dati di input.

L'algoritmo viene implementato su calcolatore tramite un linguaggio
di programmazione.

Le SOoNo O date
seguendo la del linguaggio di programmazione scelto.

21



Metodo di bisezione: algoritmo

Si genera una di
approssimazioni {x;} con

Ty, € [ag_1,bk_1] €

£ € lag—1,bk_1].

Algoritmo:
ag =a, bg=05>
per k=1,2,3,...
2y = b1 ( di [ag—1,b5—1])
se f(xr) =0, allora stop
se f(ap_1)f(zr) <0, allora [ay,by] = [ag_1,xk]
se f(zp)f(bp—1) <O, allora [ay,bi] = [z}, by_1]
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Convergenza del metodo di bisezione

Errore di troncamento: e, = £ — 7,
e I'errore che si commette approssimando la radice & con il k-esimo el-

emento della successione costruita usando |I'algoritmo descritto prece-
dentemente.

Il procedimento iterativo converge alla radice ¢ se la successione {z;}
converge a £ per k — oo

Convergenza: |limz. =& < lim e =0
k— 00 k— 00

23



Per il Si ha
-2 ) 2 .

ap_1 T § br.—1

Alla k — esima iterazione £ € [xg,bi._1] oppure & € [ap_1,T] Per Cui
avremo che

£l < bp—1—ap—1 _bpo—apo__ _b—a

2 22 Dk
dove si e tenuto conto che I' ampiezza dell'intervallo [aj_1,b,_1] € pari
alla meta dell’ampiezza dell’'intervallo [a;_o, bi._>] costruito all’iterazione
precedente. Per cui avremo

ler| = |xg —

b—a

ok = O

0 < lim |ey < lim
k— 00 k— 00

ovvero la successione delle approssimazioni € convergente.
24



Ordine di convergenza

Sia {x;} una successione di approssimazioni a . La
successione ha ordine di convergenza p e fattore di convergenza

C', se esistono due reali p > 1 e C > 0 tali che

jim 142l _
k—00 |€k|p

Nota. La convergenza si dice se p=1,
se p = 2.

Per n sufficientemente grande I'errore assoluto al passo (k+ 1) —esimo
Si comporta come una potenza di ordine p dell’errore al passo precen-

dente.
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Metodo di bisezione: ordine di convergenza

Per kK — oo Si ha

b—a
lex+1l o or 1
1 = b—a o
ek Sh—1 2
= . 1 (lineare)
.1
"2
LLa convergenza e . In quanto ad ogni passo |’ viene

, cioé ad ogni passo si guadagna una cifra binaria

— poiché 274 < 1071 < 273 per guadagnare una cifra decimale
servono
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Metodo di bisezione: criteri di arresto

Nella pratica, a causa degli errori di arrotondamento e degli errori di
troncamento non si verifica che f(x;) = 0. Quando si arrestano
le iterazioni?

ek ~ oy —xp—1| <€

Criteri di arresto

|flzg)| <e

27



Criteri di arresto a posteriori: esempi

lep| >~ |z —xp—1| < ¢

fx)f

flap) @™

X b

" anche se x;. €

oppure flxp)| < e

Xy -

f(x)

a

flag) &

S

. - b

' anche se zy

" da ¢

28



Criterio di arresto

Usando |'espressione dell’errore di troncamento, € possibile dare una

stima a priori del numero di iterazioni K necessario per ottenere un
di € &

b—a log(b —a) — log(e)

<& = K >
2k log 2

ler] <

Oss.: Poiche K deve essere un numero intero positivo, pudO essere
posto uguale all'intero pit grande e piu vicino alla quantita a secondo
membro dell’ultima disequazione.
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Metodo di bisezione

Svantaggi
° alla soluzione (rispetto ai metodi che ve-
dremo in seguito) cioeé si devono fare molte iterazioni per avvicinarsi
alla radice

e il metodo non trae alcun vantaggio da caratteristiche peculiari della
funzione, come la sua derivabilita o |la sua forma

Vantagdgi

° ad una soluzione

OSS: tale metodo spesso si usa per una prima diminuzione dell'ampiezza
dell’intervallo, poi ci si avvicina alla soluzione con metodi piu veloci
30



Problema 3: soluzione

Si tratta di risolvere nell'incognita A I'equazione non lineare

1%
Nlt=1anno = NOeA + X(eA - 1)
dove N|;—1anno = 1°564°000, Ng = 1°000°000, v = 435'000.
= f() =e 4+94533(er~1)-1.564 =0

Separazione grafica Intervallo di separazione:

I = [a,b] = [0.05,0.15]
@) | f(a) = —0.0667, f(b) ~ 0.0672= f(a)f(b) <O




Iterazioni

k af—1 br—1 T}, lzp —xp_1] [ f(xg)]

1 .05000000000000 .15000000000000 .10000000000000 10.00000000000000 10.00000000000000
2 .10000000000000 .15000000000000 .12500000000000 0.02500000000000 0.03250506973938
3 .10000000000000 .12500000000000 .11250000000000 0.01250000000000 0.01548498364220
4 .10000000000000 .11250000000000 .10625000000000 0.00625000000000 0.00704990930651
5 .10000000000000 .10625000000000 .10312500000000 0.00312500000000 0.00285098217571
6 .10000000000000 .10312500000000 .10156250000000 0.00156250000000 0.00075615469668
7 .10000000000000 .10156250000000 .10078125000000 0.00078125000000 0.00029010206821
8 .10078125000000 .10156250000000 .10117187500000 0.00039062500000 0.00023292996053
9 .10078125000000 .10117187500000 .10097656250000 0.00019531250000 0.00002861013771
10 .10097656250000 .10117187500000 .10107421875000 0.00009765625000 0.00010215388987
11 .10097656250000 .10107421875000 .10102539062500 0.00004882812500 0.00003677037077
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Dalla tabella si osserva che se si sceglie e = 0.5-10—4 e si usa come
criterio di arresto f(xp) < e, il procedimento iterativo si interrompe
quando k = 9.

Scegliendo come criterio di arresto |z, — x,_1| < &, il procedimento
iterativo si arresta quando £ = 11.

Per k = 11 & ovviamente soddisfatta anche la condizione f(x.) < .

Usando, invece, il criterio di arresto a priori, si ha

K > 10og>(0.10) — log>(0.5 - 10™%) =~ 10.9658
cioe K =11.
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Esercizio 1

LLa lunghezza d’onda di uno tsunami L, per una certa profondita dell’acqua
d soddisfa la seguente equazione non lineare

L= a’gf tanh (@)

con ag € T rispettivamente l|'accelerazione di gravita e il periodo.
Sapendo che T' = 2880s € d = 4000m (valore tipico dell’Oceano Indi-
ano), produrre una del valore di L con precisione almeno 10>.
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I step: separazione delle radici

Utilizziamo il per stabilire quante sono le radici reali
: L agT? 2md
di f(L), con f(L) = L — “_tanh (27%).

Poniamo

_ __agT? 27d
hL)=L e g(L)="2% tanh(%)
e visualizziamo i punti di intersezione tra le due funzioni.

Nota.

e —e &

eZC _I_ e—CB

tanh(x) =

35



Dal grafico si evince che le intersezioni sono due, una positiva e una

negativa.

h(L) =L g(L) = o

0.5 9(b)

-0.5 —

0.2 0.4

5

L

Poicheé la lunghezza d’'onda deve essere un
scarta la radice negativa.

0.6

0.8
x 10

 Si
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Restringendo il grafico delle funzioni nell’intervallo [0 2 -10°], si os-
serva che la radice positiva € contenuta nell'intervallo

[[5-10° 1-.10° = [500, 1000]Km

x10°

20

18}
16
14} g(L)
12

h(L)

10

L x 10°

>> T = 2880;

>> ag = 9.81;

>> h = @(L)[L];

>> g = @(L) [(ag*T"2)/(2*pi)*tanh (2*pi*d/L)];
>> figure, fplot(g,[0 2%¥1076])

>> hold on, fplot(h,[0 2%¥1076])

>> xlabel(’L’)

>> axis ([0 2000000 -1 2000000])
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Visualizzando le due funzioni per L € [0.5-10° 1.10°], si pud
ridurre ulteriormente l'intervallo in cui cercare la radice dell’equazione
non lineare considerata, per esempio [0.5-10°,  0.6-10]

A questo punto e possibile selezionare un metodo numerico per il cal-
colo della radice di f(L) = 0 nell'intervallo I = [0.5-10°, 0.6-10°]
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II step: metodo di bisezione

2
Si verifica facilmente che la funzione f(L) = L — agz; tanh (Q%d) €& una

funzione continua in tutto il dominio di definizione ed in particolare
nell'intervallo I = [a,b] = [0.5-10°,  0.6-10°]. Inoltre risulta

£(0.5-10%) = —~150396.83597 e f(0.6-10°) = 57863.27995

X

(Oss. tanh(z) = :j:é:w)

da cui

f(a)f(b) <O.

Quindi, sono soddisfatte le condizioni di applicabilita del
€ possiamo costruire |la successione z,, di approssimazioni
della radice &.
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Si calcola il punto

a+b 05-10°40.6-10°
2 2

— 0.55-10°

L1 —

si valuta la funzione f nel punto z1, cioé f(x1) = —41356.18896 < O

quindi, si definisce il nuovo intervallo
I{ = [z1,b] = [0.55 - 10°, 0.6 - 10°]

che contiene |la radice positiva di f.

L'errore di troncamento &

e1 = |r1 — zg| = |x1 — a| = 50000.

40



6 6
:U12—|-b — 0.55-10°+0.6-10° _ 0.575 - 10°

Si calcola il punto zp = 5

si valuta la funzione f nel punto z», cioé f(xr) = 9321.48847 > 0.
Il nuovo intervallo & I» = [z1,25] = [0.55-10°, 0.575 - 10°]

mentre l'errore di troncamento diventa

eo = |xp — x1| = 25000.
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Procedendo in questo modo si ha

r1+z> _ 0.55.10°4-0.575-10° __ 6
12 2 = 5 = 0.5625-10

L3 —

f(x3) = —15732.61210 < 0,

e3 = |z3 — zp| = ]0.5625 - 10° — 0.575 - 10°| = 12500

e I3 = [z3, z5] = [0.5625 - 10°, 0.575 - 10°]
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0.5625-10° + 0.575 - 10°
T4 = 3 ;L 72 = 2+ — 0.56875 - 10°

f(x4) = —3136.71786 < 0,

eq = |zq — z3| = ]0.56875 - 10° — 0.5625 - 10°| = 6250

e Iy = w4, 23]

e COSI via.
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€+1 1

Si osserva che I'errore e;. si dimezza ad ogni iterazione, cioe ey — 2

Quindi, richiedendo un errore almeno di

e=0.5-10""°,

SONO necessarie K iterazioni con

log(b—a) —log(e) _ log(0.1- 10°) — 1og(0.5 - 1072) N

log(2) log(2) 39

K >

affincheé il metodo converga alla soluzione con la precisione fissata.
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estremo inferiore

estremo superiore

Xk

€k

f(xx)

OCO~NOOOPWN X

500000.00000000000
550000.00000000000
550000.00000000000
562500.00000000000
568750.00000000000
568750.00000000000
570312.50000000000
570312.50000000000
570312.50000000000
570312.50000000000
570312.50000000000
570312.50000000000
570312.50000000000
570312.50000000000
570312.50000000000
570315.55175781250
570317.07763671875
570317.07763671875
570317.07763671875
570317.07763671875
570317.17300415039
570317.17300415039
570317.19684600830
570317.20876693726
570317.21472740173
570317.21770763397
570317.21919775009
570317.21994280815
570317.21994280815
570317.22012907267
570317.22022220492
570317.22022220492
570317.22022220492
570317.22022220492
570317.22022802569

600000.00000000000
©600000.00000000000
575000.00000000000
575000.00000000000
575000.00000000000
571875.00000000000
571875.00000000000
571093.75000000000
570703.12500000000
570507.81250000000
570410.15625000000
570361.32812500000
570336.91406250000
570324.70703125000
570318.60351562500
570318.60351562500
570318.60351562500
570317.84057617187
570317.45910644531
570317.26837158203
570317.26837158203
570317.22068786621
570317.22068786621
570317.22068786621
570317.22068736621
570317.22068786621
570317.22068786621
570317.22068786621
570317.22031533718
570317.22031533718
570317.22031533718
570317.22026877105
570317.22024548799
570317.22023384646
570317.22023384646

550000.00000000000
575000.00000000000
562500.00000000000
568750.00000000000
571875.00000000000
570312.50000000000
571093.75000000000
570703.12500000000
570507.81250000000
570410.15625000000
570361.32812500000
570336.91406250000
570324.70703125000
570318.60351562500
570315.55175781250
570317.07763671875
570317.84057617187
570317.45910644531
570317.26837158203
570317.17300415039
570317.22068786621
570317.19684600830
570317.20876693726
570317.21472740173
570317.21770763397
570317.21919775009
570317.21994280815
570317.22031533718
570317.22012907267
570317.22022220492
570317.22026877105
570317.22024548799
570317.22023384646
570317.22022802569
570317.22023093607

50-103
25.103
12.5-103
6.250 - 103
3.125.103
1.5625 - 103
7.8125 - 102
3.9062 - 102
19.5312 - 101
97.6562
48.8281
24.4141
12.2070
6.1035
3.0518
1.5259
7.6-10°1
3.8-10°1
1.9.101
9.5.10°2
4.8-1072
2.3.1072
1.192-10°2
6-103
3.10°3
1.5-1073
7.4.107%
3.7-107%
1.8-10°%
9.3.10°°
4.7-107°
2.3-10°°
1.2-10°°
0.6-10°°
0.3-10°°

41536.18896
0321.48847
15732.61210
3136.71786
3109.31488
9.43440
1551.00265
771.05027
380.87454
185.73673
88.15533
39.36151
14.96382
2.76477
3.33480
0.28501
1.23988
0.47744
0.09622
0.09439
0.00091
0.04674
0.02292
0.01100
0.00505
0.00207
0.00059
0.00017
0.00021
0.00002
0.00007
0.00003
0.000003
0.000009
0.000003

il
a3
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Se come criterio di arresto avessimo usato

|f(zg)| <&,

la soluzione prodotta sarebbe quella corrispondente a £ = 33 nella
tabella precedente.

Infine, si osserva che il metodo di bisezione non converge in modo
monotono.
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Esercizio 2

Stabilire quante radici ammette I'equazione

f(z) =log(zx+1)+ Ve +2-1=0

La funzione & definita e continua nell'intervallo (—1,4o00).
Inoltre, poiche
1 1
/
xr) = >0

(=) a:—|-1+2\/sc—|—2
la funzione € monotona crescente nel suo dominio di definizione e
quindi ha un unico zero in (1;4o0).
Inoltre, si osserva cheVax >0 f(xz) > 0, quindi lo zero di f sicuramente
appartiene all'intervallo (—1; 0].
Come intervallo di separazione si pu0O sceglere

[ =la,b =[-1/2,0]

in quanto f(—1/2) = —0.4684 < 0 e f(0) = 0.41421 > 0
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Applicando il metodo di bisezione si ha

ap = —5,bp =0, w1 =29T%0=_1" f(x1)=0.035194,
= a1 =ag, by =um
a1 = —%,bl = % xo = a1_2|_b1 = —%, f(xr) = —0.19525,
= ap =xp, by =10
k Xk f(Xk) €k
1 | -0.2500000 | 0.0351936 | 0.250000
2 [ -0.3750000 | -0.1952488 | 0.1250000
3 1-0.3125000 | -0.0756553 | 0.0625000
4 | -0.2812500 | -0.0192306 | 0.0312500
51-0.2656250 | 0.0082212 | 0.0156250
6 |-0.2734375 | -0.0054435 | 0.0078125
7 | -0.2695313 | 0.0014040 | 0.0039063
8 -0.2714844 | -0.0020160 | 0.0019531
9| -0.2705078 | -0.0003050 | 0.0009766

aop+bg _ 1

e1 = 0.25

e1 = 0.125
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Dopo 9 iterazioni, I'approssimazione prodotta produce un errore dell’ordine
di 10— 3.

Il numero di iterazioni K necessarie affincheé |la soluzione prodotta si-

curamente abbia una certa precisione £ puO essere stimato a priori

mediante la formula:

log(b—a) —log(e) _ 1og(0.5) —1log(0.5 - 1073)
log(2) - log(2)

con e =0.5-10"3,

K > ~ 9.9653

Il valore di K stimato assicura che l'errore tra due approssimazioni
successive sia inferiore alla tolleranza fissata. Poiche K deriva da una
stima superiore dell’errore di troncamento, pudo accadere che il metodo
raggiunga la precisione richiesta con un numero di iterazioni inferiore
al valore K stimato usando la stima a priori.
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Esercizio 3

Dato il polinomio

p(z) =2° — 223 — 322+ 1
e verificare che uno degli zeri del polinomio p(x) & contenuto nell’'intervallo
[ =[-1,0]

e indicando con ¢ lo zero isolato al punto precedente, dare una stima
del numero di iterazioni necessarie per avere una approssimazione di
& con almeno quattro decimali esatti usando il metodo di bisezione

e verificare che ¢ = —0.7191
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Esercizio 4

Si consideri la funzione

f(x;\) =e *F =2z — )\
con AeR

e determinare per quali valori del paramtero reale X\ la funzione f(x)
ammette un unico zero nell’intervallo [0, 1]

e posto A\ = —1 stimare il numero di iterazioni necessarie per avere

un’' approssimazione dello zero £ con almeno tre decimali esatti
usando il metodo di bisezione
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Metodi di linearizzazione

Si approssima la funzione f(x) in un intorno I di £ con la sua tangente
O con la sua secante, calcolate tramite un opportuno sviluppo in serie
di Taylor.

e Metodo di Newton-Raphson o metodo delle tangenti

e Metodo delle secanti
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Metodo di Newton-Raphson

Approssimazione iniziale: xg

Prima iterazione:

to € la a f(x)
nel punto (xq, f(zg)):
to —y = f(xz0) + f'(x0) (= — o)

Nuova approssimazione xi.

tra tp e y =0. __’4’/i

= f(xg) + f'(z0)(z1 —x0) =0 — |z1 = =g
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Metodo di Newton-Raphson

Nuova approssimazione: x-q

Seconda iterazione:

t1 e la a f(x)
nel punto (x1, f(z1)):

t1 =y = f(z1) + f'(z1)(x — 1)

Nuova approssimazione xo.

X, X
trat; ey =0. _//i 2 1

= f(x1) + f/(z1)(@2 —21) =0 — |20 =21
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Metodo di Newton-Raphson:

Ad ogni kEk=1,2,...
la nuova approssimazione z; €
data dall’ tra la
tr_1, a f(x) nel punto

(1, f(rr_1)), € la retta y = 0.

{ te_1—=y = f(ep_1)+f (rp_1)(@-2_1)
y=20

=f(Xg—1) + f'(xp_1) (@ —2_1) =0

algoritmo

xro dato
Algoritmo: flrr—1)
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Metodo di Newton-Raphson: convergenza

ro dato
{ f(rE_1)

k=1,2,...
f(xp—1)

Ty = Th—1 —
Ipotesi di applicabilita :
e & stato un intervallo I = [a,b] in cui c'e& un’
e . ', " sono in I: feC?[a,b]:

o f'(x) =0 per z € [a,b].

= esiste un J C I di¢& taleche, se zg € J, la successione
delle approssimazioni {z;} a .

OSS: il teorema garantisce solo I di J
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Metodo di Newton-Raphson: ordine di convergenza

Si vuole determinare |I'ordine di convergenza del metodo di Newton-

Raphson
Ordine di convergenza p: |Iim lertal C
k—oo €klP
L’ alla kK 4+ 1-esima iterazione é dato da
. 1©Y_ )z ) _(f(&)_f(m))
ht1 =4 (5 f’(£)> ( C=m) =) ™ i)

Il valore di f(xp) si pud stimare considerando i primi tre termini dello
Sviluppo in serie di Taylor attorno alla radice &,

1
f(a) = £+ F/(€) (= )+ = % + ..
e,
Inoltre, supponendo che x;. sia molto vicino a &, Si puo assumere che

f'(xg) = ()
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Sostituendo i valori di f(xzr) e f'(z;) cosi ottenuti nell’espressione di
Ck+1 Si ha

e FO 1@+ £ ©a - 3OF] _ |5
T 16 )
da cui risulta
leg+1| _ 1|f7()
e0o Jex? 2 ff(g)‘:’ b= 2

e quindi se f(z) € C3[a,b] la convergenza & almeno quadratica. Pos-
siamo dire che (asintoticamente) ad ogni iterazione il numero di cifre
signicative raddoppia.



Efficienza computazionale

Per valutare l'efficienza di un metodo iterativo bisogna tener conto
sia dell’ che del . cioe
della quantita di calcoli richiesta ad ogni passo.

Efficienza computazionale: F = pl/r
p: di convergenza del metodo
r: numero di (calcolo di funzioni o
derivate) richieste ad ogni passo

Metodo di bisezione: FE =1

ad ogni passo si richiede una sola valutazione funzionale, f(xzg), € quindi
r—=1

Metodo di Newton: E = 21/2 ad ogni passo si richiedono due val-
utazioni funzionali, f(zy) e f'(xx) e quindi r = 2
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Metodo di Newton-Raphson: esempio

Approssimare la radice £ = 0 dell’equazione
f(z) =423 -5z =0

con il metodo di Newton-Raphson nell'intervallo I = [-0.5,0.5]
scegliendo come approssimazione iniziale una volta g = 0.5 e una
volta g = 0.4.

2

=151 B 151

)
=

[« b

1 1 1 1 1 1 1 1 1 _2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
5 -04 -03 -02 -01 1] 0.1 0.z 0.3 b 4 04 0.5 -0s -04 -03 -02 -01 0 0.1 0.z 0.3 X 0.4 0.5

a

Lo — 0.5 ka—l—l — —0.5
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Si verifica facilamente che f verifica le condizioni di applicabilita del
metodo di Newton-Raphson.

Infatti, f € C2(1), f'(z)=1222—-5=0z= i\/% ¢ = [—0.5,0.5]

Scegliendo g = 0.5 si ha una e il metodo non
converge. Infatti, I'algoritmo di Newton per f € il seguente

4:1:2_1 — 5711

L, — Tp_1 —
TRl 102 5
e quindi

423 — 5

1 — IQ — CBOQ xo=—0.5
1225 -5
413 — By

To = T1 — 1 l—05

1229 — 5
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Al contrario, scegliendo =g = 0.4, il metodo converge

Xk

XK — XK 1]

f(xy)

A WNRHRX

Il teorema di convergenza del metodo di Newton-Raphson assicura
la convergenza per ogni scelta dell’'approssimazione iniziale xzg in un
J del punto £. Scegliendo come approssimazioni
iniziali punti che non appartengono all'intorno J, |la convergenza non

-0.16623376623377
0.00787190837207
-0.000000738059303
0.00000000000000

pud essere garantita.
Tale esempio mette in evidenza come una

possa portare ad una situazione di stallo.

0.56623376623377
0.17410567460584
0.00787268896510
0.00000078059303

0.81279423831355
0.03935759066802
0.00000390296513
0.00000000000000

una scelta impropria di zg puO generare una successione xy
anche se non si verifica una situazione di stallo.

Oss: f'(x) =24z =02x=0¢c1
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Estremo di Fourier

Se f(x) ha concavita fissa in un intervallo I, & possibile stabilire un
criterio di scelta dell’approssimazine iniziale che garantisce la
del metodo.

Estremo di Fourier:

Data una funzione f e in I = [a,b] con f(a)f(b) <
O, si dice di I I'estremo verso cui f rivolge la
convessita .

Se f, allora I'estremo di Fourier € a o b a seconda che f(a)f"(a) >

0 oppure f(b)f"(b) > 0.
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Estremo di Fourier: esempi

f(x)

Estremo di Fouri

N

er

a | T X b a X b
["(z)<0 per @ € [a,b] f"(x)>0 per a € [a,0]
{fwﬁ%@>o fla)f"(a) <0

f) ") <0 F(O)f"(b) >0

= q @& — b €
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Metodo di Newton-Raphson: convergenza

Ipotesi di applicabilita :
o f(a)f(b) <O

e f, f/, " sono in I: feC?[a,b]:
o f'(x) # 0 per z € [a,b];
o f"(x) #0 per x € [a,b] e zg & I di [a,b].
1) esiste un’ £ € la,b];
2) la
_ _f(wk—1)} L — 1.9
{‘””’k T Plee) a
e e a ¢,

3) se f € C3[a,b], la convergenza &

OSS: tale Teorema puO essere applicato anche senza procedere ad
una preliminare separazione della radice €.
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Nell’esempio precedente, relativo alla funzione f(x) = 423 — 5z, non
& soddisfatta I'ipotesi relativa alla derivata seconda, infatti f/(z) =

2dr =0« x=0€1=[-0.5,0.5] .
Data la funzione f(z) = 23 — 1022 + 5 e I'intervallo I = [0.6, 0.8]

20
f/(x)=3x2—20x=0<:>x=0€1\/x=?€1

10
f”(:c)=6a:—2020<:>x=?¢1

Le ipotesi del teorema sono verificate e, poiche

18 24
7(0.6) = = 20< 0 f"(0.8) = = 20 < 0

£(0.6) >0 f(0.8) <0

I'estremo di Fourier € I'estremo b = 0.8, che quindi pu0 essere scelto

come del metodo di Newton-Raphson, cioé

xg = 0.8.

Esercizio: eseguire le iterazioni e verificare la convergenza monotona
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Problema 3: soluzione

0.435

fO) =er 4+ (e* —1) - 1564 =0 A eI =1[0.05,0.15]

e Nell'intervallo I & stato separato un
e f, ', f"” sono in I:
o fl(z) =e — O';L235(e/\ — 1)+ 293%er £ 0 per z € I,

= LO zero puoO essere approssimato con il

Inoltre  f'(z) = e+ & 87(e)‘ —1) — M + 9439er > 0in I

= esiste I’ di I:

f(0.15)f7(0.15) >0 = z0=0.15
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Iterazioni

k T T —xp_1]  [f(xg)]

O 0.15000000000000 10.00000000000000 0.06715354664030
1 0.10211384134812 0.04788615865188 0.00149497988981
2 0.10099851665312 0.00111532469500 0.00000078594305
3 0.10099792968591 0.00000058696721 0.00000000000022
4 0.10099792968575  0.00000000000016 0.00000000000000

5 0.10099792968575  0.00000000000000  0.00000000000000

OSS: Con il metodo di bisezione servivano 11 iterazioni per ottenere
una soluzione con 4 cifre significative.

Cosa succede se si sceglie come xg = 0.057
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Metodi di linearizzazione

Metodo di Newton-Raphson Metodo delle secanti
(o delle tangenti)

(X4 T )

[xh,f[xhll

(x

k-p %))

1 1 | :{ b
a X b :

Il metodo di Newton-Raphson richiede la conoscenza della f'(xz) che

non sempre e di facile valutazione. Un metodo alternativo € il metodo
delle secanti con estremi variabili in cui f'(z,) & approssimato con il

70



Metodi di linearizzione

Metodo di Newton-Raphson
(o delle tangenti)

a b
Ad ogni k = 1,2,...
la nuova approssimazione x; €
data dall’ tra la
ti—1, a f(x) nel punto
(zr—1, f(xp-1)), e y = 0.
Algoritmo:

ro dato

P A D S )

f'(xr—1)

Metodo delle secanti
con estremi variabili

a " b

Ad ogni k= 2,3,...la nuova ap-
prossimazione x; € data dall’
tra la Sk—1, f(x) nei punti

(xp—2, f(xr—2)) € (zp—1, f(xt-1)), € y = 0.

Algoritmo:

ro,xr1 dati
Lk—-1 — Tk-2

f(zro1) — f(zp—2)’

zp = xp-1 — f(zr-1)

71

k=2, ..




Metodo delle secanti

ro,xr1 dati

L1 — L2 L — 2

rp = Tp_1 — f(TK_1)

flzp_1) — flzmp_o) 7

Vantagagi.
e Si puO usare quando

quando f(x) &
e ad ogni passo richiede

Svantaggi:
® Servono
e |a scelta di g € =1 deve essere ”

la derivata di f(x) o

valutazione funzionale

ro € X1
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Cconvergenza del metodo delle secanti

Se e & stato un intervallo I = [a,b] intorno
alla &,
e f, f/,  sono in I: e C?[a,b],

o f'(x) %0 per = € [a,b],

—- esiste un J C I di & tale che, se xg,z1 € J, la
successione delle approssimazioni {z;} a & con
convergenza , cioe 2 >p > 1.

Se f'(z) =0 in I, I

(D/
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xog = 0.05

Problema 3

x1 = 0.15

Applicare il metodo delle secanti per risolvere il problema 3

Lk—1

L Lhk+1

|Tp41 —

|

| f(zg41)]

0.05000000000000

0.15000000000000

0.09981947116877

0.10097089447657

0.15000000000000

0.09981947116877

0.10097089447657

0.10099794471093

0.09981947116877

0.10097089447657

0.10099794471093

0.10099792968556

0.05018052883123

0.00115142330781

0.00002705023436

0.00000001502538

0.00157706647874

0.00003619938533

0.00000002011856

0.00000000000026
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Esercizio b

Data lI'equazione non lineare

f(z) =234 a—cosz =0

1) individuare per quali valori di « € R I'equazione non ammette radici
positive

2) per a = 1/3 separare la radice piu piccola g

3) fornire una stima a priori del numero di iterazioni necessarie per
approssimare E con un errore inferiore a ¢ = 10°° tramite il

4) quante iterazioni sono necessarie per approssimare con la stessa
tolleranza ¢ la radice £ con i ?
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Traccia della soluzione

1) Tracciando i grafici delle funzioni

y=g(z) =2>+a y = h(z) = cosz

si deduce che se o > 1 la funzione f(x) ha radici positive.
.I.E' 1 1 1 1 1 1
g|;1:|=13+1.2
1k i
A0 = x*+1
0.5t -
g(x]=x3+ﬂ.5
Olh(x) #cos(x) i) = x -
= s 1 os . 0z ] 5 .
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1.5

2) Grafici h(x)

f(z) =23+ 1/3 — cosx a(x)

— 3+ 1 3
g(x) ) _I_ /3 —{IEJ/ \i

h(x) = cos(x)

e}
=
Ra
e}
e
e}
=z}
=
=]
-k

La radice & I’ tra il grafico di f(xz) e I'asse delle =z (e
coincide, ovviamente, con I’ tra i grafici di g(x) e h(x)).
L'intervallo [0, 1] contiene I’ radice dell’equazione

flz) =23+ 1/3—cosz =0

Infatti  f(0)f(1) < O e inoltre
() = 322 +sin(z) > 0 per z € (0, 1]
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3) Nell'intervallo [0, 1] sono verificate le del
metodo di bisezioni.

Quindi il numero di iterazioni K per cui |ex| < € si ricava dalla re-
lazione

b—a
ex| =8 —oxl= S5 <e

log(b—a) —loge
log 2

= K >

In questo caso a =0, b=1, e =10°

log(1) — log(10—°
:»K>Og()l029( )z19.932:>K220
og
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4) Si possono verificare analiticamente le dei
metodi delle tangenti e delle secanti nell’intervallo I = [0, 1]:

e Nell'intervallo I € stato separato un
o f, f', f” sono in I
o f/(z) =3z°+sin(z) >0perzeJCI, J=I[5I]con0<d<<1

o /() =6x+cos(x) >0 perxecl
= I'estremo b=1¢e I dell'intervallo.

Il numero di iterazioni si pu0 calcolare eseguendo le iterate.

Risolvere |'esercizio con i metodi implementati in Matlab.
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k Tk (bisez.) \xk — :Izk_1| Tk (Newton) |£Ck — wk_1| Tk (secanti) |$k — Zlfk_l‘
1 || 0.500000000 1. 0., 1.
2 || 0.750000000 0.25e+0 0.793560583 0.21e+0 0.456715571 0.54e+0
3 (| 0.625000000 0.12e+0 0.742925006 0.51e-1 0.658587384 0.20e+0
4 || 0.687500000 0.62e-1 0.739971453 0.29e-2 0.775393863 0.12e+0
5| 0.718750000 0.31e-1 0.739961685 0.98e-5 0.736625691 0.39e-1
6 || 0.734375000 0.16e-1 0.739961685 0.11e-9 0.739832822 0.32e-2
7 || 0.742187500 0.78e-2 0.739962167 0.13e-3
8 || 0.738281250 0.39e-2 0.739961685 0.48e-6
O || 0.740234375 0.19e-2

10 || 0.739257812 0.97e-3

11 || 0.739746097 0.49e-3

12 || 0.739990234 0.24e-3

13 || 0.739868164 0.12e-3

14 || 0.739929199 0.61e-4

15 || 0.739959717 0.30e-4

16 || 0.739974976 0.15e-4

17 || 0.739967346 0.76e-5

18 || 0.739963531 0.38e-5

19 || 0.739961624 0.19e-5

20 || 0.739962578 0.95e-6

Tempo di calcolo
.~ 13 ms, . ~ 3.83 ms, .~ 4.78ms
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Esercizio 1

LLa lunghezza d’onda di uno tsunami L, per una certa profondita dell’acqua
d soddisfa la seguente equazione non lineare

L= a’gf tanh (@)

con ag € T rispettivamente l|'accelerazione di gravita e il periodo.
Sapendo che T' = 2880s € d = 4000m (valore tipico dell’Oceano Indi-
ano), produrre una stima del valore di L con precisione almeno 10-°.
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Esercizio 1: Metodo di Newton-Raphson

2
a,gT

7

f(L) =1L -

2
tanh (id)
L

Si osserva che

T2d 1
° f/(L) =14 agL2 COShQ(Q%d) # O VL # 0.

Inoltre f/ & una funzione continua nello stesso dominio ed in par-
ticolare nell'intervallo I in cui € stata isolata la radice positiva di

f-

" _ 2.0 2 ord sinh(24)
°J (L) R agT d( L3cosh2(%) T L4 cosh‘%%)

e una funzione continua nel dominio di esistenza di f.

Inoltre e strettamente negativa nell’'intervallo I.
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Scegliamo =g = b = 0.6 - 10° come approssimazione iniziale della
soluzione. Calcoliamo ora il punto xq tale che

f(zo)
f'(z0)

L1 = X0 —

cioe

57863.27995127568
r1=0.6-10°— — 569585.74319106806.
1.90250514141390

L'errore e; = |x1 — xg| = 30414.25681 > 0.5- 10>,

Calcoliamo ora il punto =z, tale che

cioe

—1462.944269931060
ro = 569585.74319106806 — = 570316.7517582455.
2.001268296457646
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L'errore eo = |xo — x1| = 731.008567177457730 > 0.5 - 10>,

L'approssimazione ottenuta non ha ancora la precisione richiesta, quindi
calcoliamo il punto x3 tale che

~ f(=2)
f'(x2)

L3 = T2

cioe
—0.93634280480910

x3 = 570316.7517582455 — = 570317.2202322469.
1.99870815060183

L'errore ez = |x3 — xo| = 0.468474001390859 > 0.5 - 10~°.
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cioe

—3.834720700979233 .10 1
4 = 570317.2202322469 — —
1.998706513054914

= 570317.220232438760000.

L'errore eq = |z4 — x3| = 1.918601193287788 - 10~ < 0.5- 107>,
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Riassumendo

Xk ek f(xxk)

569585.74319106806 | 30414.256808931939 | 1462.9442699310603
570316.75175824552 | 731.00856717745773 0.936342804809101
570317.22023224691 | 0.4684740013908590 0.000000383472070
570317.22023243876 | 0.0000001918524500 0.000000000000000

A WNRX

Dopo 4 iterazioni € stata raggiunta |la precisione ¢ richiesta per
|'errore!

Dopo 3 iterazioni il valore di f nell’approssimazione alla terza
iterazione € molto piu piccolo di !
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Poiche

f"(a) <0 e f"(b) < 0 mentre f(a) <0 e f(b) >0,

a & I'estremo di Fourier dell'intervallo I = [0.5-10°,0.6 - 10°]

e quindi pu0O essere scelto come approssimazione iniziale della soluzione,
cioe g = a = 0.5 - 10°:

Xk

€k

f(xx)

aOrrWNRX

565429.608054025100000
570296.151698269420000
570317.219844276430000
570317.220232438760000
570317.220232438760000

65429.608054025099000
4866.543644244317000
21.068146007019095
0.000388162326999
0.000000000000000

9811.013667401624800
42.110592287266627
0.000775822554715
0.000000000000000
0.000000000000000
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Esercizio 1: Metodo delle secanti

La continuita di f,f e f” e f/(L) %20 V L € I, assicura la conver-
genza del motodo delle secanti.

Si scelgono gli estremi dell’'intervallo I come punti iniziali, cioé
r{=a=05-10° e z,=0.6-10°,

e Si calcola il punto
o — I

f(z2) — f(z1)

57863.27995127568 - 0.1 - 10° B
57863.27995127568 + 150396.8359693979

r3 =z — f(72)

—0.6-10°

= 572215.861066112183
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L'errore e3 = |r3 — xo| = 27784.138933887822 > ¢ = 0.5- 10 °

Calcoliamo il punto

L3 — X2

f(z3) — f(z2)

3788.546320179361 - (—27784.138933887822)
3788.546320179361 — 57863.27995127568

= 570269.26807805535

4 = x3 — f(23)

= 572215.86106611218 —
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Continuando si ottiene |la seguente tabella

Xk

€k

f(xx)

aOrWONRHX

572215.86106611218
570269.26807305535
570317.29971602384
570317.22023577173
570317.22023243876

277384.13893388782200
1946.592988056829200
48.031637968495433
0.079480252112262
0.000003332970664

3788.5463201793609
95.846302395802923
0.1588643480 79078
0.000006661517546
0.000000000000000

Il metodo converge dopo 5 iterazioni

(OSS: la f(xz5) & zero rispetto alla precisione di macchina.)
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Separazione delle radici

La separazione delle radici di f(L) pud essere fatta anche in modo
analitico. Infatti, basta osservare che

agT?
lim f(L) = ——2
L—>Of( ) 2
in quanto tanh(Q%d) 1, mentre
im f(L) =400

L——+o0

in quanto tanh(27¢) — 0.

Inoltre, la derivata prima di f € strettamente positiva per L > 0 da cui
si deduce che f € una funzione monotona crescente per L > 0.
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Scegliendo L = 2xd, si ha

agT2 e? — 1 -
21 e?2 41

mentre, considerando che tanh(x) = z, si ha L = \/aqsdT e

f(2nd) = 27nd — 0,

f([\/agdT) = 369.26 > 0.

Quindi, 'intervallo

I = [[2nd], [\/agdT] = [25133,570502]

isola la radice positiva di f.
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Esercizio 1

Confrontare le approssimazioni della radice positiva di f nell'intervallo
I = [25133,570502], usando il metodo di bisezione, di Newton-Raphson
e delle secanti, con i risultati delle tabelle precedenti.
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Metodo di Bisezione

[ = [25133, 570502]

Si osserva facilmente che il metodo converge alla soluzione con la
precisione richiesta dopo 36 iterazioni

k

estremo inf.

estremo sup.

Xk

€k

f(xx)

OCONOOPWNHF

297817.500000000
434159.750000000
502330.875000000
536416.437500000
553459.218750000
561980.609375000
566241.304687500
568371.652343750
569436.826171875

570502.00000000000
570502.00000000000
570502.00000000000
570502.00000000000
570502.00000000000
570502.00000000000
570502.00000000000
570502.00000000000
570502.00000000000

434159.7500000000
502330.8750000000
536416.4375000000
553459.2187500000
561980.6093750000
566241.3046875000
568371.6523437500
569436.8261718750
569969.4130859375

136342.25
68171.125
34085.5625
17042.78125
8521.39062
4260.69531
2130.34766
1065.17383
532.58691

314664.12181
145053.08450
69892.91937
34205.98083
16785.70212
8175.80282
3895.25742
1761.00610
695.37596
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10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35

36

569969.41308593750
570235.70654296875
570235.70654296875
570302.27990722656
570302.27990722656
570302.27990722656
570310.60157775879
570314.76241302490
570316.84283065796
570316.84283065796
570316.84283065796
570317.10288286209
570317.10288286209
570317.16789591312
570317.200402433864
570317.21665570140
570317.21665570140
570317.21665570140
570317.21868735924
570317.21970318817
570317.22021110263
570317.22021110263
570317.22021110263
570317.22021110263
570317.22021110263
570317.22022697493

570317.22022697493

570502.00000000000
570502.00000000000
570368.85327148438
570368.85327148438
570335.56658935547
570318.92324829102
570318.92324829102
570318.92324829102
570318.92324829102
570317.88303947449
570317.36293506622
570317.36293506622
570317.23290896416
570317.23290896416
570317.23290896416
570317.23290896416
570317.22478233278
570317.22071901709
570317.22071901709
570317.22071901709
570317.22071901709
570317.22046505986
570317.22033808124
570317.22027459193
570317.22024284722
570317.22024284722

570317.22023491107

570235.70654296875
570368.85327148438
570302.27990722656
570335.56658935547
570318.92324829102
570310.60157775879
570314.76241302490
570316.84283065796
570317.88303947449
570317.36293506622
570317.10288286209
570317.23290896416
570317.16789591312
570317.20040243864
570317.21665570140
570317.22478233278
570317.22071901709
570317.21868735924
570317.21970318817
570317.22021110263
570317.22046505986
570317.22033808124
570317.22027459193
570317.22024284722
570317.22022697493
570317.22023491107

570317.22023094306

266.29346
133.14673
66.57336
33.28668
16.64334
8.32167
4.16083
2.08042
1.04021
0.52010
0.26005
0.13003
0.06501
0.03251
0.01625
0.00813
0.00406
0.00203
0.00102
0.00051
0.00025
0.00013
0.00006
0.00003
0.00002
0.00001

0.4-10°

162.93356
103.19463
29.86171
36.66839
3.40382
13.22882
4.91247
0.75431
1.32476
0.28522
0.23455
0.02534
0.10460
0.03963
0.00715
0.00909
0.00097
0.00309
0.00106
0.00004
0.00046
0.00021
0.00008
0.00002
0.00001
0.5-107°
0.3-107°°
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Metodo di Newton-Raphson

I = [25133, 570502]

Xk

ey = Xy — X1/

f(xy)

K
1
2
3

570317.19038567902 184.809614320984110 0.059654914657585

570317.22023243795
570317.22023243876

0.029846758930944
0.000000000814907

0.000000001629815
0.000000000000000
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Metodo delle secanti

Xk

[ = [25133, 570502]

€k = |Xk - Xk—1|

f(xx)

A WN X

570481.52988393593
570317.19369166286
570317.22023625160
570317.22023243876

20.470116064068861
164.33619227306917
0.026544588734396
0.000003812834620

328.359599168873805
0.053047222900204
0.000007620779797
0.000000000000000
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Esercizio 6

Esercizio 1.6 L. Gori, M.L. Lo Cascio, F. Pitolli, Esercizi di Calcolo
Numerico, II ed.

Data l'equazione dipendente da un o
f(z,a) = ae®/xr—1 =0

determinare i valori di « per i quali f ha una radice in I = [0.01,1];
detto A l'insieme di tali valori, si consideri o« € A e si discuta con quali
modalita va applicato il metodo di Newton-Raphson per approssimare
detta radice.
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Il dominio di esistenza di f € x > 0, Va. Inoltre si ha

f(0) = -1, limx_>_|_oof(az) = 400

fl(z) =a <€x\/5+ 22) = ae”’ (2;3\—/;1> >0, V>0

Quindi, f € una funzione monotona crescente che agli estremi dell’intervallo
I = [0.01,1] assume i valori

£0.01

f(0.01) =« 0 -1 e f(l))=ae—-1

Poiche f € monotona crescente, affince si abbia un’ in [
Si dovra avere

f(0.01) <0 e f(1)>0
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£0.01

10 —1<0 e ae—1>0

(87

da cui si ricava l'insieme dei valori di A

1 10

—<a<
. 20.01

Per poter applicare il metodo di Newton-Raphson, e per essere certi
che il metodo converga alla radice cercata, & necessario che f, f/, f”
siano funzioni continue in I e che f'(z) #0 e f(z) #0, Vxzecl

f, f/ sono funzioni continue in I, inoltre abbiamo gia verificato che f &
una funzione monotona crescente, per cui f/(z) # 0 in I.



Per quanto riguarda la derivata seconda si ha

F(2) = ae® 2x + 1 © et 11 _ et 4z2 + 4 — 1
2/x 2/x 4dx\/x 2/x 2x
che risulta continua in I ma
—1 2
') =0 42°+42—-1=0c 1 = :|2:\/_
Poicheé |la soluzione positiva, © = _1‘5‘5 appartiene all'intervallo I, la

del metodo non
xo.

La presenza del punto di flesso fa si che per alcune scelte del punto
iniziale si possano generare successioni di iterate che non convergono
O che vanno in condizioni di stallo.



Ad esempio puO accadere che nella successione delle approssimazioni
prodotte siano compresi
1.

f(zx,a) = ae®™ /o —1 =0

Ad esempio, scegliendo g = 0.38 e aa = 8 si ha

@) _ o ag £(0.38)

= 0.0080626
f'(xo) /"(0.38)

L1 =— X0

Kk XK ex = |xx — xXx_1| f(x)
1 0.008062568849982 0.371937431150018 0.275850501413549

La tangente alla funzione f nel punto xg interseca |'asse delle ascisse
nel punto 1 = 0.008062568849982 ¢ I = [0.01, 1]
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Inoltre, per alcune scelte di a e g, come per esempio o« =8 e g = 0.1,
il punto di intersezione pud non appartenere al dominio di esistenza
della funzione stessa; infatti otteniamo 1 = —0.007 < O

fix)
5| | = retta tangente a fin x

— H|=|:]

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

In questi casi € necessario la scelta del . Per
esempio, si puO calcolare |'approssimazione prodotta dal metodo di
bisezione dopo poche iterazioni (0 quando si raggiunge una certa pre-
cisione) e usarla come punto iniziale per il metodo di Newton.
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Per esempio, dopo quattro iterazioni del metodo di bisezione (¢ =
0.5-1071)

ay by Xk ek f(xx)
0.01 0.505000 0.2575000 0.2475000 4.251815163314802
0.01 0.257500 0.1337500 0.1237500 2.344442774424002
0.01 0.133750 0.0718750 0.0618750 1.304590841882905
0.01 0.071875 0.0409375 0.0309375 0.686279560806184

A WNRHRX

si ottiene x4 = 0.0409375 che, usato come punto iniziale nel metodo
di Newton produce

Xk ex f(xy)
0.010137854601102 0.030799645398898 0.186297162576147
0.014687723854149 0.004549869253046 0.016111161677858
0.015155019259722 0.000467295405573 0.000115181238480
0.015158408093962 0.000003383834240 0.000000005864268
0.015158408266516 0.000000000172555 0.000000000000000
0.015158408266517 0.000000000000000 0.000000000000000

OO0 WNRLX
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Al contrario, per altre scelte sia di a che del punto iniziale xg, come
per esempio xrg = 0.5 e a = 1, il metodo converge alla soluzione in
poche iterazioni

Xk ex f(xy)
0.428881942480353 0.071118057519647 0.005610829411438
0.426305773395493 0.002576169084861 0.000006567282834
0.426302751011004 0.000003022384489 0.000000000008998
0.426302751006863 0.000000000004141 0.000000000000000
0.426302751006863 0.000000000000000 0.000000000000000

arrWONN=X
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Osserviamo infine che scegliendo a in modo che la radice di f coincida

con il punto di flesso ¢ = # avremo
aeﬁ\/é —1=0=a= 1
—14v2
e 2 —1‘5\/5
La radice di f & il suo punto di (la derivata seconda si annulla

in questo punto) e l'ordine di convergenza del metodo di Newton
aumenta essendo almeno 3.
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Punto unito di una trasformazione

Un punto unito di una trasformazione é una soluzione dell’equazione

non lineare
r=¢(@) < ¢@)—z=0
Se £ e di ¢, allora
=) <& @) -¢§=0
Trovare |l di ¢ significa trovare |'ascissa del punto di

tra la retta y =2 e la curva y = ¢(x).
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Punto unito: Esempio 1

Trovare i della funzione

o(z) =22 —2 per -2 <z <3.

Si tratta di trovare i valori di x per i quali

o(x) =x = 22—z —2=0

Ci sono punti uniti:

E1=-1 = o(-1)=(-1)2-2=-1
=2 = p=(@2)?2-2=2

che corrispondono ai punti di inter-
sezione tra le retta y = x e la funzione

7
B
g
4
3
e
1
1]
1
2
3

© - - | IX
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Metodo delle approssimazioni successive

Per un punto unito si puo utilizzare il metodo delle
approssimazioni successive:

0 approssimazione iniziale

azkzgo(a:k_l) k: 1,2,...

La funzione ¢ & detta funzione di iterazione.

Convergenza
Il metodo € convergente se per la
{zr = o(xp_1)}k>1 Vvale

im € —2,| =0] & [lima,=¢
k— 00 k— 00

Criterio di arresto
Se il metodo & convergente, una di £ € data
dal valore xz g per il quale

T —xr_1]| e
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Convergenza:. condizione necessaria

Teorema. Se la successione

0 approssimazione iniziale
= p(zp—1) k=1,2,..
e a un valore 7 e ¢ & in 7 = 7 & punto

unito di ¢, cioe 7 = (7).

Dimostrazione.

T= lim xp = "m p(T)— 1)—90<”m i’?k—l) = (1)
k— 00 k— 00
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Metodo del punto unito

Il metodo delle approssimazioni successive pu0O essere utilizzato per
approssimare le di un’'equazione non lineare.

Il metodo del punto unito consiste nel riscrivere l'equazione non

lineare di partenza in un problema equivalente di punto unito:
f(z) =0 f@) =¢(x) —=

PRI = ¢(x)

Se ¢ e di f allora & di o

f() =0 < &=
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Metodo del punto unito: Esempio 1

Trovare le dell’equazione non lineare f(z) =22 -2z —-2=0

Possiamo trasformare l'equazione non lineare in un

f(:c)zzczl—a:—QZO

Trovare gli di f equivale a trovare |
iterazione
p(z) = 2% -2

Ci sono punti uniti:

G1=-1 = p(-1)=(-12-2=-1
=2 = ¢@=(2)2-2=2

&1 € & sono anche gli  zeri

di f:

f(&1) =0 f(&) =0

| | |
[ Ra - =] - ka 3 B o =71 =l
T T

r=x2_—2

della funzione di




Metodo del punto unito: Esercizio

Verificare che I'equazione f(z) = 23+ 422 —-10 =0 ha un’ radice
in I = [1,2] e trovare un’'opportuna per ap-
prossimarila.

Soluzione. f/(z) =3224+8x>0perxcl

2 f(1)=-5<0
= f(z) e c {f(2)=14>0
N una radice in [1,2] e, ol

per la di fin I,

~

e

' 1 '
o™ £y ra =] ] £ [=2] =1
T T T T T T

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 11 1.2 1.3 14 1.5 1.6 1.7 1.4 149 2
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Esercizio: funzioni di iterazione

Per trovare una funzione di iterazione bisogna operare sull’equazione
34422 -10=0

fx) =0z =p(x)

1) a;—ff,%;))zm — xzx—xS;;f;;C):m(x)

2) 23 +42°-10+2x=2 = z=z—23—42°+ 10 = ps(x)

3) x2=%(10—x3) = = —|—%(10—x3)1/2=gp3(m)

4) 23 =10 — 422 = r = (10 — 422)1/3 = o, (2)

5) a;3—|—4x2—1O:O N o (1_0_498)1/2:905(:1;)
x x

OSS: p1 € la funzione del metodo di Newton-Raphson.
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Metodo delle approssimazioni successive

Calcoliamo la successione delle approssimazioni per le varie funzioni di
iterazione prendendo come punto iniziale xrg = 1.5

xg = 1.5
Ll — Sp(ajk—l) k= 172737

Iter Xk = ©1(Xk_1) Xk = p2(Xx—1)
1| 1.50000000000000 1.500000000000
2 || 1.37333333333333 -0.875000000000
3| 1.36526201487463 6.732421875000
4
5

1.36523001391615 | -469.720012001693
1.36523001341410 1.03 x 108
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el
o+
)
=

Xk — ¥3 (Xk—1)

Xk = 904(Xk—1)

Xk = 905(Xk—1)

OCO~NOOOPPWN -

1.500000000
1.286953768
1.402540803
1.345458374
1.375170253
1.360094193
1.367846968
1.363887003
1.365916733
1.364878217
1.365410061
1.365137821
1.365277208
1.365205850
1.365242334
1.365223680
1.365233256
1.365228353
1.365230863
1.365229578

1.365230029

1.365230013

1.500000000

1.000000000

1.817120593

0.737397496 — 1.277209928i
2.497908940 + 0.406090203i
1.629663175 — 1.951899706i
2.897699627 + 1.057120250i
2.312403297 — 2.130274605i
3.053449960 + 1.539322326i
2.713757970 — 2.154809526i
3.109236945 + 1.821357227i
2.927459008 — 2.147135127i
3.130026434 + 1.971686530i
3.036651865 — 2.137943594i
3.138432311 + 2.048621871i
3.091432208 — 2.132017331i
3.142102509 + 2.087260835i
3.118681230 — 2.128745110i
3.143794018 + 2.106492439i
3.132180323 — 2.127044558i

3.145180034 + 2.123063434i

3.144978450 — 2.125383768i

1.500000000

0.816496581

2.996908806

0.000000000 — 2.941235061i
2.753622388 + 2.753622388i
1.814991519 — 3.534528790i
2.384265848 + 3.434388064i
2.182771900 — 3.596879228i
2.296997587 + 3.574104462i
2.256510286 — 3.606561220i
2.279179049 + 3.601936572i
2.271142587 — 3.608371470Qi
2.275631311 + 3.607451621i
2.274039927 — 3.608725567i
2.274928362 + 3.608543344i
2.274613384 — 3.608795481i
2.274789213 + 3.608759411i
2.274726876 — 3.608809311i
2.2747616734 + 3.60880217i
2.274749337 — 3.608812048i

2.274754931 + 3.608812641i

2.274754877 — 3.608812723i
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Convergenza: condizione sufficiente

Teorema. Se ¢ & in I = [a,b] €
) p:l — I < a<mine(xz)<maxe(z) <b
xzel xel
i) 3 X e (0,1) tale che | ()| <\, z €1

— «) esiste un el di p(§)

B) la successione zj, = p(xp_1) €
xg € 1

a & per ogni
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Dimostrazione dell’esistenza

ol 51 D p@za )<

Se vale una delle uguaglianze
— 4 almeno

Altrimenti

posto F(x) .=z — o(x), con FeC()
avremo F(a)=a—¢(a) <0 e F((b)=b—p(b) >0
— 3 almeno uno di F(x)< 3 almeno un di
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Dimostrazione dell’unicita

Supponiamo per assurdo che esistano 1 # &5

U

0 <|é1 — &2 = |p(€1) — p(§2)] =

puntJunito

' (0)(&1— &) = ¢ (0)][(61 — &) <
Th. di Lagrange

<k |6 —&f < &1 —-&, ke(0,1)
it)
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Dimostrazione della convergenza

0 <lex] =1&—ml = |p€) —plzr_1)| = l¢'()|§ —zp_1] <
Th. di Ifagrange

Veg €1 =

IA

AE—zp_1] = Neg_1]

= Jepl < Alep—1l < A fepnl <. <

< A Jegl < AE(b—a)

lim |eg| < I|m (b — a)

— O
\/
k— 00 i) Ae(0,

1)
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Proprieta della successione delle approssimazioni

Dal Si ha

e, =&—xp= (&) —p(x_1) =

= @ (tp) (€ — 1) = @' (tp)ep—1  tg € [xp_1,¢&]

| d| ]
d . PR ~ Y=x

#itg) [-mmommmmm e e ] Bt Fommeem e 1
i y=u .-"'f .-'""- ! 1 - E - < J
/ A y=in) ; 1 W) h-__-__-_+-__- / i ]
! ] Y1 J) R ]

Ul Rty £ r i 1 ; i E 1, ¥=9ix)
5. \

s T T
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Proprieta della successione delle approssimazioni

e = @ (tp)ep—1, tp € [xp_1,€]

e Se 0 < ¢/(x) < 1 per =z € I la successione {z;, = o(xp_1)}, &
(se eg > 0) O (se eg < 0) =
le approssimazioni sono per (se & > xg) O per (se

£ < xq)

e Se —1 < ¢/(z) <0 per z € I la successione {z, = o(xr_1)},
= |le approssimazioni sono per
e per
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Ordine di convergenza

Teorema. Se
i) o € CP(I) con I intorno di un punto unito £ di ¢

ii) la successione delle approssimazioni {x.} €

iii) p(6) =€, W) =0 v=1,..,p—1

pP)(€) # 0

= il metodo ha ordine di convergenza p
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Dimostrazione

Sviluppo in serie di Taylor:

oler) = p() + @ () — &) + 2¢Ok~ O+ .t
L 06 - e l;w(p)(tk)(a:k—g)p

(p —1)!
errore nella forma di LLagrange
= ¢(&) -I- SO(p)(tk)( er)” ty, € [z, €]

111)
v 1
eht1 =& —wpp1 = 0(&) —plxg) = —Eso(p)(tk)(—l)p (e)?

i ekl (P (&) -0
k—oo |eg|P _opt

i -
ordine di fattore di
convergenza ¢onvergenza
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Esempi

e Se V' (£) 20 = p =1 la convergenza & lineare:

C =|¢' (&)] < k= max | (z)|
x€[a,b]

e Metodo delle tangenti: |op(z) = z — L&)
f(x)
/ FEf"&)
] e O
PO =" e
1€ = f"(€) { #=0 se f"(€) 0 =p=2
) = | =0 se f1(©)=0 =p>2

Se p = 2 |la convergenza ¢
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Criteri di arresto

Se k e il allora
|€n| — |€ — xnl — |90(€) — 90(3377,—1>| <k |£ — xn—1|
§—xp_1]l= |§—zn+an —2p_1]| <€ —xn| + |2n —2p_1]| =

= (&) —e(xp—1)| + |zn —2p_1] <

< k|€ — CCn—1| + |£Cn — CCn—l|

1
= £ —zp_1] < |z — 2y 1]

—1-—k

lxn — xp—1|| Stima a posteriori

k" k

n
len| < = k|x1 — xg| < - k(b_ a)| Stima a priori
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Esercizio 3

Individuare una funzione di iterazione adatta ad approssimare la radice
dell’equazione non lineare

0.435

fO) =t + (e) —1)—1564=0

nell'intervallo [0.05,0.15] con il metodo delle approssimazioni succes-
sive.
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Soluzione

Dall’equazione non lineare si pu0 ricavare la

f(\) =e + ()'Z/L\:SF’((aA —1)—1.564 =0
1
p1(x) = {564 <)\e>‘ + 0.435(e — 1))

(D/

01 in I = [0.05,0.15] con
0.0649 ~ »1(0.05) < ¢1(z) < »1(0.15) ~ 0.2120
inoltre |} (z)] = 19:;(1.435 + A) < [} (0.15)| ~ 1.178

Non sono quindi soddisfatte le ipotesi del Teorema e la successione
non converge per qualsiasi scelta del punto iniziale xg
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Consideriamo un’altra

FO0) = 4 0435

(e —1)—1.564 =0

oo(z) = l0g <1.564 _ O"/‘\35(6A _ 1))

i) po(x) & in I = [0.05,0.15] con

0.05 < 0.0905 ~ ¢5(0.15) < ps(z) < »v5(0.05) ~ 0.1115 < 0.15

i) |o5(x)| @ in I = [0.05,0.15] con
lo5(x)] < ¢5(0.15) ~0.50 < 1

= la successione xj = wo(Tp_1)k>1 alla radice per ogni
xg € 1
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Iterazioni

k zp = p1(zr_1) |z — xp—1| | f(xr)]

0 0.10000000000000 10.00000000000000 -0.03541286063299
1 0.13541286063299 0.03541286063299 -0.05360628710046
2 0.18901914773345 0.05360628710046 -0.08728511576238
3 0.27630426349583 0.08728511576238 -0.15929024388636
4 0.43559450738219 0.15929024388636 -0.35369164947571
5 0.78928615685791 0.35369164947571 -1.16969371781202
6 1.95897987466993 1.16969371781202 -12.37665034099773
7 0.00000143356302*1.0e+007 0.00000123766503*1.0e+007 -2.15316849866277*x1.0e+007
8 2.15316993222579%1 .0e+007 2.15316849866277*1.0e+007 -Inf

9 Inf Inf NaN

10 Inf NaN NaN
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Iterazioni

ko xp = p2(xp—1) |z — Tp—1| | f ()]
0 0.10000000000000 10.00000000000000 -0.00120776062808
1 0.10120776062808 0.00120776062808 0.00025397482838
2 0.10095378579970 -0.00025397482838 -0.00005342976283
3 0.10100721556253 0.00005342976283 0.00001123925127
4 0.10099597631126 -0.00001123925127 -0.00000236428377
5 0.10099834059503 0.00000236428377 0.00000049734771
6 0.10099784324732 -0.00000049734771 -0.00000010462151
7 0.10099794786884 0.00000010462151 0.00000002200806
8 0.10099792586078 -0.00000002200806 -0.00000000462959
9 0.10099793049037 0.00000000462959 0.00000000097388
10 0.10099792951649 -0.00000000097388 -0.00000000020486
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Esercizio 7

Esercizio 7.43 L. Gori, M.L. Lo Cascio, F. Pitolli, Esercizi di Calcolo
Numerico, II ed.

Data I'equazione
f(x,a) =xlogx —2x+a =0

e individuare per quali valori di o I'equazione ammette una radice
£ €[0.5,1.5]

e posto o = 2, verificare che la funzione di iterazione

o(x) =xzlogr —x+2, x¢€][0.51.5]
soddisfa le ipotesi del

e perche l'ordine di convergenza della successione =z, = @(x,_1) €
27
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La funzione f e definita per x > O, inoltre la sua deravita prima é data
da

f'(x,a) =logx —1

Per cui per ogni «, f(x,a) & decrescente in I in quanto f'(z,a) <
O Vx eI = [0.5,1.5]; I'esistenza di un'unica radice & assicurata dalle
condizioni

£(0.5,a) >0 A f(1.5,a) <0

da cui si ricava

A= (1-0.51090.5,3—1.5l0g1.5)

133



Per o =2

f(zx,a) =zlogx — 22 4+2=0< o(z) =zlogx —x+2, =z ¢€[0.5 1.5]

La funzione ¢ € C°°(I) non &€ monotona in I = [0.5,1.5], infatti

O (x) =logz >0 z>1

Possiamo pero facilmente determinare il massimo e minimo assoluti
di ¢ in I, che vanno ricercati tra i valori assunti da ¢ agli estremi
dell’intervallo I, e nel punto di minimo =z =1

0(0.5) =1.1534 (1) =1 ¢(1.5)=1.1082=m=1, M = 1.1534

= o) C 1
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Dal grafico di |¢/'(z)| = |logz| si vede che |¢'(z)| & una funzione non
monotona in I e

o' (x)| < max|10g(0.5)[,|log(1.5)| =log2 = 0.69315 < 1

Per cui sono soddisfatte le ipotesi del teorema di punto unito.
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f(x) =xlogx —2x+2=0

Infine, si ha che £ =1 & la radice di f e si & gia visto che

¢ (1) =0

Poiche ¢”(1) = 1, I'ordine di convergenza & esattamente 2.
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